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Exercice 1

Correction du (a)

Ici, on a :

y(t) = cos(3t)e(t).
Comme on peut écrire y(t) = f(t,e(t)), le systeme est statique. On peut aussi prouver facilement

sa linéarité. Par contre, il est variant dans le temps puisqu’appliquer un retard de 7 en entrée donne
cos(3t)e(t —m) # — cos(3t)e(t — ) = cos(3t — 3m)e(t — ) = T,y ou T, est opérateur retard de .

INlustration pour le (a)

On donne ici un contre-exemple pour illustrer le caractere non invariant dans le temps du systeme.
On pose e(t) := tu(t), la fonction rampe causale. On appelle s la sortie de e par le systéme.
En rouge, on donne la sortie s retardée de m. En bleu, on donne la sortie s lorsque 1'on part de
t—e(t—m).

Quand les deux courbes se superposent, nous les tragons en noir.

FIGURE 1 — Le systéme n’est pas invariant dans le temps
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Correction du (b)

Ici, on a :

y(t) = é/_; e(s)ds .

Comme le systeme au temps ¢ dépend du passé de e, le systeme est dynamique. Il est causal
car il ne dépend que du passé.

La linéarité est immédiate vu que U'intégrale est linéaire.



L’invariance dans le temps se prouve en utilisant un changement de variable. En effet, si I’'on
pose e (t) := e(t — ty) pour tout ¢t € R, alors :

y1( C'/ ds—C/ s—to)ds—c/t ° (s)ds = y(t —to) .

Correction du (c)

Ici, on peut écrire

y(t) = (e(t) + et = 2)) u(t).

Comme y(t) dépend aussi de e(t — 2), le systéme est dynamique. Vu qu’il ne dépend que du
passé (t et t — 2), il est causal. La linéarité est immédiate.

(t — to),

Néanmoins, le systéme est variant dans le temps. En effet, si on considere e;(t) :=
= y(t — to) pour

alors y1(t) = (e(t —to) +e(t —2 —to))u(t) # (e(t —to) +e(t —2 —to)) u(t — to)
peu que 'on ait ¢ € [0;to].

Illustration pour le (c)

On donne ici un contre-exemple pour illustrer le caractere non invariant dans le temps du systeme.
On pose e(t) := t. On appelle s la sortie de e par le systéeme. En rouge, on donne la sortie s retardée
de 1. En bleu, on donne la sortie § lorsque 'on part de ¢ +— e(t — 1).

Quand les deux courbes se superposent, nous les tragons en noir.

FIGURE 2 — Le systéme n’est pas invariant dans le temps
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Correction du (d)

Cette fois, on a



y(t) =e(t—2)+e(t+2).
Comme y(t) dépend de e(t — 2), le systeme est dynamique. Vu qu’il dépend du passé (t —2) et
du futur (¢ + 2), il est non-causal. La linéarité est immédiate. L’invariance dans le temps aussi.
Correction du (e)

Dans cette question, on a :

y(t) =e(t—2)+e(2—1).

A nouveau, le systéme est dynamique. Il n’est pas causal car si ¢t < 1, on a 2 — ¢ > t. Il n’est
pas non plus anti-causal puisque si t > 1, alors 2 —t < t. La linéarité est immédiate. En revanche,
il n’est pas invariant dans le temps. En effet, en posant e;(t) := e(t — to), il vient

nt)=e(t—2)+e(2—t)=e(t—2—to) +e(2—t—to) #e(t—to—2)+e(2—(t—to)) =y(t —to).

Illustration pour le (e)

On donne ici un contre-exemple pour illustrer le caractere non invariant dans le temps du systeme.
On pose e(t) := tu(t), la fonction rampe causale. On appelle s la sortie de e par le systéme.
En rouge, on donne la sortie s retardée de 1. En bleu, on donne la sortie s lorsque 1'on part de
t—e(t—1).

Quand les deux courbes se superposent, nous les tragons en noir.

FIGURE 3 — Le systeme n’est pas invariant dans le temps
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Correction du (f)

Ici, le systéme est dynamique vu qu’il ne dépend pas exclusivement de e[n]. Il n’en dépend d’ailleurs
pas du tout vu que l'on a

Le systeme n’est ni causal ni anti-causal vu que —n peut étre inférieur a n ou supérieur suivant
le signe de celui-ci. Il est donc non-causal.

La linéarité est immédiate. Et, il est variant dans le temps. En effet, appliquons un retard de
no & l'entrée e. On a alors en entrée €[n] := e[n — ng| d’ou la sortie est y[n] = é[—n] = e[—n — ng).

Au contraire, si 'on retarde la sortie de ng, on obtient 7,,y[n] = yln — ng] = e[—(n — ng)] =
e[—n+mnyp]. Comme les deux sorties ne coincident pas, I'invariance dans le temps n’est pas satisfaite.
Ici, 7, est I'opérateur de retard de ng.

IMNlustration pour le (f)

On donne ici un contre-exemple pour illustrer le caractere non invariant dans le temps du systeme.

On pose e[n] := nu[n|, la rampe causale. On appelle s la sortie de e par le systeme. En rouge, on

donne la sortie s retardée de 1. En bleu, on donne la sortie § lorsque l'on part de n +— e[n — 1].
Quand les deux courbes se superposent, nous les tragons en noir.

FIGURE 4 — Le systéme n’est pas invariant dans le temps
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Correction du (g)

Cette fois, on a

y[n] = eln — 2] — 2¢e[n — §].

Le systeme est clairement dynamique car il dépend du passé. Il est causal car il ne dépend que
du passé. La linéarité se prouve immédiatement. Il en est de méme avec 'invariance dans le temps.
En effet, les temps que 1'on regarde sont de la forme n — 8. Si 'on avait an — (3, il n’y aurait pas
d’invariance dans le temps.

Correction du (h)
Le systeme est ici :
yln] = ne[n].
Comme pour tout n, il existe f, telle que y[n] = f.(e[n]), le systéme est statique. Il est linéaire.

Mais, il est variant dans le temps vu que la fonction f,, dépend directement de n. On peut aussi
noter :

y[n —nol = (n —nole[n —nol # y1(n),
ou y; est la sortie de e; avec e1[n] := e[n — ngl. En effet, y;[n] = nei[n] = ne[n — ny).

IMustration pour le (h)

On donne ici un contre-exemple pour illustrer le caractere non invariant dans le temps du systeme.

On pose e[n] := nu[n|, la rampe causale. On appelle s la sortie de e par le systeme. En rouge, on

donne la sortie s retardée de 1. En bleu, on donne la sortie § lorsque l'on part de n +— e[n — 1].
Quand les deux courbes se superposent, nous les tragons en noir.

FIGURE 5 — Le systeme n’est pas invariant dans le temps
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Correction du (i)

Ici, on peut écrire ’équation de notre systeme comme suit :

y[n] = e[n]l,4.
Le systeme est assez clairement statique, linéaire mais il est variant dans le temps vu que la
fonction sous-jacente dépend de n.

Illustration pour le (i)

On donne ici un contre-exemple pour illustrer le caractere non invariant dans le temps du systeme.
On pose e[n] := (1 +n). On appelle s la sortie de e par le systéeme. En rouge, on donne la sortie s
retardée de 1. En bleu, on donne la sortie 5 lorsque l'on part de n — e[n — 1].

Quand les deux courbes se superposent, nous les tragons en noir.

FIGURE 6 — Le systéme n’est pas invariant dans le temps

sln — 1] # $[n|

Correction du (j)

On a maintenant
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y[n] = eldn +1].

Le systeéme est dynamique, non-causal (car il dépend du passé ou du futur selon la valeur de
n) et linéaire. A nouveau, l'invariance dans le temps fait défaut.

Pour s’en assurer, il suffit de regarder 'impact d’un retard d’un indice ng. On pose ej[n| =
eln — ng|. Alors, la sortie y; vérifie

yiln] =e[dn+ 1] = eldn + 1 — ng| # e[dn + 1 — 4dng] = e[d(n — ng) + 1] = y[n — no) ,

et la variance dans le temps s’ensuit.

Illustration pour le (j)

On donne ici un contre-exemple pour illustrer le caractere non invariant dans le temps du systeme.

On pose e[n] := nu[n|, la rampe causale. On appelle s la sortie de e par le systeme. En rouge, on

donne la sortie s retardée de 1. En bleu, on donne la sortie 5 lorsque l'on part de n +— e[n — 1].
Quand les deux courbes se superposent, nous les tragons en noir.

FIGURE 7 — Le systéme n’est pas invariant dans le temps
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Correction du (k)

La premiere tache consiste a établir I’équation qui régit la sortie par rapport a I’entrée.

Pour ce faire, une question naturelle se pose : faut-il commencer par le premier systéme ou par
le dernier 7 La regle est ici de commencer par la fin.

On note e l'entrée de I'interconnexion de systemes. On note e; la sortie de e par le systeme 1.
On note ey la sortie de ey par le systeme 2. Enfin, on note y la sortie de ey par le dernier systeme.
Alors, on a :

yln] = ez[2n]
=e1[2n] + ;el[Zn — 1]+ iel[Qn — 2]

B [Qn]+1xo+1 [271—2}
— Ty 190 2

1
=eln] + ie[n —1].

Ce systeme est dynamique (il dépend aussi du passé), causal (il ne dépend pas du futur),
linéaire et I'invariance dans le temps est immédiate.
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Exercice 2

Correction du 1)

Par définition, les diagrammes de Bode sont :
— Dix fois le logarithme décimal du module au carré de la Transformée de Fourier de la réponse
impulsionnelle du systéme
— et la phase de la Transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle du systeme.
Calculons H(f). Ici, s := 0 + 2jmf. On prend o := 0 et 'on aboutit &

A 2jnT f
H(f)=——F7F"—.
1+ 2yn7f
Le gain en décibels est donc Gyp(f) := 10logy, (%) Pour f tendant vers 0, Gyp(f) tend

vers —oo et pour f tendant vers +oo, le gain tend vers 0.

On note que le gain est croissant. Comme le supremum du gain en décibels est 0, la fréquence
de coupure est définie par |H(f.)|* = § ce qui donne

(2r7f.)* =1

d’ou f, = # On représente ainsi le gain en décibels comme suit :

T

FIGURE & — Gain en décibels avec 7 = %
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Pour la phase, on rappelle que cette derniere doit étre dans [—m; 7. Or, si f > 0, la phase est
7 —arctan(277 f). Au contraire, si f < 0, la phase est § — (7 +arctan(277 f)) = —§ —arctan(277 f).
Enfin, pour f = 0, la phase n’est pas vraiment définie vu que le module est 0. De fait, pour que la
fonction soit équilibrée, on la pose égale a 0.

On aboutit ainsi au diagramme suivant de la phase :

FIGURE 9 — Phase de la Transformée de Fourier de la RI

E\
27
1| :
= l
O & -
S

T
| 2
-6 -4 =2 0 2 4 6
Enfin, on peut écrire
H(s) = —2
I+ zr
Correction du 2)
Ici, s =2 fe%. La fonction de transfert en z est donc
2f51+7z% -1
T Zc La(]' -z )
Tz{h}(z) = szl_fl — 11++ —
1 + 8217:}26* 1+az
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Correction du 3)

L’équation caractéristique s’obtient comme suit :

Y(z) _ 15 —27)

E(z) 1+i—3z—1’
d’ou
)+ 2% 1) = — % (efn] — efn — 1)
n|+ ——yn—1| = n| —eln —
Yy 11 Yy 1—!—046 € )
si bien que I'on a
= % efn] = — % efn— 1] - = ¥y — 1]
n| = en| — en — — n —
Y 14+« 14+« 1+0¢y ’

Il s’agit d’un systeme a temps discret (numérique), dynamique, causal, LIT.
Regardons maintenant s’il est RII ou RIF.

Sia =1, onayn| = 7e[n| — ;3ze[n — 1] d’olt h est a support temporel fini. 11 s’ensuit que

le systeme est stable au sens EBSB.

Si a # 1, le coefficient }jr—z est différent de 0. De fait, le systeme est RII. La stabilité au sens
EBSB est déterminée par le module des poles de z — H(z). Or, il y a un unique pole : _% dont
la valeur absolue (le module vu que ce pole est réel) est inférieure ou égale a 1 pour tout o > 0.
On en déduit que le systéme est toujours stable au sens EBSB.

Correction du 4)
Sif. = %, alors a = 1. De fait, le filtre est tel que

y[n] = ;e[n] - ;e[n —1].

Le filtre est RIF donc stable au sens EBSB.

Correction du 5)

Voici les cing premieres valeurs de la réponse impulsionnelle de ce filtre :
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FIGURE 10 — Réponse impulsionnelle dans le cas ot o« = 1
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Concernant la Transformée de Fourier de la RI, on a

A~ ‘ 1 ‘ |
H(l/) = TZ{h}(Z — 62]7r1/) — 5 (1 o 6—2]71'1/) _ i

(ejm/ . e—jm/)

N | —

= 6_“”’52]' sin(mv) = je /™ sin(nv) .

Ainsi, |H(v)[? = sin?(rv) et la phase est T —7v siv € [0; 1] (car alors sin(nv) > 0). Au contraire,
si v € [~1;0], la phase est —F — 7. On en déduit les représentations graphiques suivantes :

et

FIGURE 11 — Fonction de transfert
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FIGURE 12 — Phase de la Transformée de Fourier de la RI

On a donc bien un comportement fréquentiel de type passe-haut. La fréquence de coupure
1.1

normalisée est § car sin(§)? = 3. Il s’ensuit que la bande passante est [3; 1].

Remarque
On peut calculer la réponse impulsionnelle dans le cas général. En effet, sa transformée en z est

a (1)
- 1—a -
l+az+ T+a
est n — (—}jr—g)nu n]. Et, il suffit d’utiliser la

H{(z)

La transformée en z inverse de z — . +’f,a
1+a

s sz 1 . 1—a n—1
propriété de retard pour trouver celle de z — eyl n (—H—a) u[n —1].

Ainsi, on en déduit

« 1—a\" 1—a\"!

— _ — (= —1] ¢ .
hln] 1+a{( l—i—a) uln] ( 1+a> uln ]}

Ainsi, si n < 0, h[n] = 0. Et, h[0] = 1¢ puissin > 1, on a
-2« ( 1—04)"_1

hin) o ( 1—a)”_1( . l—a)
n] = — “1-—]= -

I+a\ 1+a 1+« (14+a)2\ 1+«
En particulier, si & = 1, on retrouve bien h[0] = —h[1] = 1 et h[n] = 0 sinon.
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Exercice 3

Correction du 1)

D’apres le théoreme de Shannon, il faut f. > 2B.
La séquence de traitement est la suivante :

1. 1l faut d’abord appliquer une conversion de ’analogique vers le numérique.

2. On applique le filtre dérivateur.

3. Enfin, on applique une conversion du numérique vers 1’analogique.

Par définition, on veut }A/(f) = )/(\’(f) = QijX(f) d’ou If[(f) = 2jnf. Par conséquent, la
fonction de transfert idéale est de module ‘]—tl (f )‘ = 27| f|. Quant a la phase, elle vaut 7Sign(f).

Néanmoins, la Transformée de Fourier a Temps Discret est 1-périodique en fréquence normali-
sée. On pose ainsi v := L. On a donc une fonction triangle pour |H(v)|.
e
On aboutit ainsi a la fonction de transfert idéale suivante :

FIGURE 13 — Fonction de transfert idéale

Et, la phase idéale est :
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FIGURE 14 — Phase idéale
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Correction du 2)

Afin de réaliser un tel filtre, on regarde la Transformée de Fourier & temps discret Inverse de H (v)
ou H est la la fonction de transfert du filtre dérivateur numérique idéal.
On a donc :

1
hin] = /21 2jmre ™ dy .
~3

L’imparité de v +— 2jmv donne directement A[0] = 0. Puis, pour n # 0, on a :

1
2jmvn’] 2 1 2jmvn
hin| = [2j7ry><e, ] ~- 2j7r><€, dv
JTN | _1 -3 27N
2
1 1, A 1 73 ..
= — X — (6.771'71 + ejﬂ'n) - /2 erwundV
n 2 nJ-1
_ COS(TZT{') 1 1 Jjn jmn
— coolom) _ L (o - o)
() 1
S . sin(n)
(L
o .

Ainsi, pour tout n € Z*, on a h[n] = % Comme demandé, on ne garde que 7 valeurs dont
une égale a 0. On garde ainsi les 7 valeurs les plus significatives :

H[=3] = 5, hl=2) = 5, hl=1] = 1, h[o] =0, A[1] = ~1, h[2] = 5 et hf3) = _;,

20



Ceci consiste en fait a multiplier ~ par la fonction indicatrice ¢ — 1;_3.(t).

Remarque : En multipliant h par cette fenétre rectangle dans le domaine temporel, cela
revient a convoler la TFTD de h (la réponse impulsionnelle du filtre idéal) avec un sinus cardinal
si bien que 1’on obtiendra des oscillations autour de la vraie TFTD.

Comme on veut une RI causale, on va décaler les indices :

1 1 - ~ ~ 1 ~ 1

hl0] = 3 hl] = — 5 b2 =1, hl3] =0, hl4) = =1, h[5] = = et hl6] = —= .

Voici la représentation graphique de ladite réponse impulsionnelle :

FIGURE 15 — Réponse impulsionnelle
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La Transformée en z est donc :
- 1 1 1 1
Tz{h}(z) = 3~ 52_1 +272 -t 52_5 - gz_ﬁ.
C’est un filtre RIF & phase linéaire de type III. Pour s’en assurer, prenons z := %™ pour

passer en Fourier puis calculons la phase :
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- , 1 1 , 4 ' 1 ' ] |
Tz{h}(emwu) — g _ 56—2J7w + 6—4]7TV . 6—8]71'1/ + 56_10]7W . §6_12]7”,

, 1 1
= ¢ 0™ (32j sin(67v) — 52]' sin(4rv) + 25 Sin(27w)>
) 2
= je %™ (2 sin(27v) — sin(4nv) + 3 sin(67w)> .
La quantité entre parentheses est réelle donc son argument est 0 ou 7. Ainsi, la phase de

T2{h}(e¥™) est 5 — 6mv + 2km ou § — 67v + 7w + 2k7 selon le signe de ladite quantité.

On en déduit que la phase est linéaire par morceaux et donc le filtre est bien a phase linéaire.
Puis, pour déterminer le type de filtre RIF a phase linéaire, on remarque qu’il y a un nombre
impair de valeurs et il y a une imparité sous-jacente c’est-a-dire que 'on a h[6 — n] = —h[n].

Correction du 3)

On peut observer que le filtre oscille autour de la fonction triangle (qui correspond au filtre idéal).
Néanmoins, les valeurs en 0 sont tres tres mauvaises. On a méme une valeur de —20 dB en v = 0.5
au lieu d’avoir +10 dB.

La phase, elle, est linéaire et correspond a un simple retard. Il n’y a donc pas de distorsion
temporelle.

Pour rester dans cette approche, il faut donc élargir la fenétre en ajoutant des coefficients ou
changer de fenétre. Pour ce dernier point, les étudiants sont invités a voir le cours.
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Exercice 4

Correction du 1)
Par définition,

y[n] = im[n] + ;x[n — 1]+ im[n —2] = (hy *x2)[n].

Donc, on a hy[n] = 16[n] + 26[n — 1] + $6[n — 2. Ainsi, les valeurs de hy[n] pour n € [—5;5],
sont :

>
=
|
o
I
cCoeoee

Il
Q .Oﬂk\}il\b\'ﬁﬂk\’—‘ ||

— hy[5] =0.
Voici son graphe :

FIGURE 16 — Réponse impulsionnelle
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Correction du 2)
La fonction de transfert z — H;(z) est la Transformée en z de hy. On a donc :

11,1,
“ityr Tt
La TFTD de la RI est, par définition, Hy(v) = Hy(z = e2™) c’est-a-dire :

Hl(Z) +

— 1 1 . 1 ]
H1<I/) = Z -+ 56*2Jﬂ'l’ + Z€*4]7r1/ .
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As —2jmv 2jmv —2j7v —2jmv .
Par la formule d’Euler, on a 1 4 je~4m™ = ¢ 274c = ©5— cos(2nv). Il s’ensuit :
o e—2j7rl/
Hi(v) = (1 + cos(2mv)) .

Ainsi,

fl\l(u)‘ = H%@m’) pour tout v € [—0.5;0.5]. On a ensuite 1-périodicité de Hy(v).

Le tracé du module donne donc :

FIGURE 17 — Module de la TFTD de la RI
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Quant a la phase, elle vaut —27v pour v € [—0.5;0.5]. On a ensuite 1-périodicité de fl\l(y)

Le tracé de la phase donne donc :

FIGURE 18 — Phase de la TEFTD de la RI
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Correction du 3)

Le systeme est discret, dynamique, causal, LIT, RIF (et donc stable au sens EBSB). De plus, au
vu de la figure du module de la TFTD de la RI, il est de type passe-bas.

La fréquence de coupure normalisée v, est telle que ‘7‘[\1(%) = % On résout donc :

14 cos(2mv.) = V2,
d’ou v, = i arccos(yv/2 — 1) =~ 0.182.
Pour f. = 1000 Hz, f. = f.r. ~ 182 Hz.

Correction du 4)

Le tracé approximatif de ¢ — x(t) donne :

FIGURE 19 — Tracé approximatif de ¢ — xz(t) (en divisant toutes les fréquences par 1000)

1 TR

) ARRRN
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t

Pour ce qui est du module de sa TF, il faut a priori tenir compte des rebonds liés au sinus
cardinal (TF de la fenétre). En effet, le signal 2 est la somme de trois signaux : 2, 2 et 2,
ott le signal () est une sinusoide de fréquence f;; sinusoide multipliée ensuite par une fenétre
rectangle de longueur 10 secondes.
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Notons par ailleurs, que la durée d’acquisition du signal étant de 30 secondes, cela revient in
fine & utiliser une technique de zero-padding pour que la discrétisation en fréquence soit meilleure.

Par la suite, nous allons négliger les rebonds des sinus cardinal induits par la transformée de
Fourier des différentes fenétres. A la fin du corrigé de cet exercice, des figures moins approximatives
seront fournies. Il n’est évidemment pas attendu de réaliser ces figures a la main.

Voici donc un tracé tres approximatif de f +— ’X (f )‘ :

FIGURE 20 — Tracé approximatif de f — ‘X\(f)‘

X))

—2000 —600 300 600 2000

Correction du 5)
On a 1000 échantillons par seconde et le signal dure 30 secondes. On a donc N = 30 000.
En fréquence normalisée, on a : v; = % = 0.6 et de méme v, = 0.05 puis v3 = 0.3.

Comme v; > 0.5, un phénomeéne de recouvrement de spectre va se produire.

Correction du 6)

Pour réaliser la TFD du signal échantillonné, il suffit d’utiliser la périodicité de période 1. Des pics
apparaissent ainsi en 0.4 (—0.6 +1) et en —0.4 (0.6 — 1).
On obtient :
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FIGURE 21 — Tracé approximatif de la TFD de x
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Correction du 7)

On a ici, Y (v) = Hy(v)X (v). Ainsi :

f/(l/l)’ = cos?(m1y) ’X(Vl)’ ~ 0.1

X ()|

De méme, }A/(Vg)’ ~ 0.98 ‘X(l@)’ et ’f/(yg)’ ~ 0.35 ’X(Vg)’

Ainsi, le module de la TFD de v +— Y () donne :
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FIGURE 22 — Module de la TFD de y

| r ¢ r ¢ .

-1 —0.6 —040.3 0304 0.6 1

Rappelons par ailleurs que ’on a ici une approximation et que les fréquences sont elles-mémes
discrétisées par le fait que ’on prenne la TFD.

On trouve ainsi la représentation graphique approximative suivante de y (en tenant compte de
'aliasing qui rajoute une fréquence normalisée & 0.4) :
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FIGURE 23 — Tracé approximatif de n +— y[n]

1 A
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Correction du 8)
Par définition,
b&@):]ﬁ(—@::i——;ZJ—%izﬁ.

De fait :

hmﬂ:iMM—;ﬂn—ﬂ+iﬂn—ﬂ.

Ainsi, les valeurs de hq[n] pour n € [—5;5], sont :

\
e

oo

N |

o o on | a1
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Voici son graphe :

FIGURE 24 — Réponse impulsionnelle

e
T

[

La TFTD de la RI est, par définition, Hy(v) = Hy(z = €2™) c'est-a-dire :

E\Q(V) — 1 - le—ij/ + le—4j7ﬂ/ )
4 2 4
A4 —2jmv 2jmv —2j7v —2jmv .
Par la formule d’Euler, on a § 4 je™ %™ = =€ = ©5— cos(2nv). Il s’ensuit :
e—2j7r1/

Hy(v) = — (1 — cos(2mv)) .

Ainsi, 7-1\2(1/)‘ = 1_%(27”’) pour tout v € [—0.5;0.5]. On a ensuite 1-périodicité de Ha(v).

Le tracé du module donne donc :
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FIGURE 25 — Module de la TFTD de la RI

Quant a la phase, elle vaut 7 — 27 pour v € [0;0.5] et elle vaut —7 — 27v pour v € [-0.5;0].
On a ensuite 1-périodicité de Ha(v).

Le tracé de la phase donne donc :

FIGURE 26 — Phase de la TFTD de la RI
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14

Le systeme est discret, dynamique, causal, LIT, RIF (et donc stable au sens EBSB). De plus,
au vu de la figure du module de la TFTD de la RI, il est de type passe-haut.

La fréquence de coupure normalisée v(?) est telle que ‘T{\Q(uf))’ = % On résout donc :
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1 —cos(2mv?) = /2,
2 = Larccos(1 — v2) = 3 — v, ~ 0.318.

Pour f, = 1000 Hz, f? = f.v(? ~ 318 Hz.

si bien que v/

On a ici, Y3(v) = Hy(v) X (v). Ainsi :

‘l//;(yl)’ = sin®(71y) ’X(yl)’ ~ 0.9 ’X(Vl)) .

De méme, g(yg)’ ~ 0.02 ‘X(VQ)‘ et ‘E(V?,)‘ ~ 0.65 ’X(Vg)’

Ainsi, le module de la TFTD, v ‘E(V)‘ donne :

FIGURE 27 — Module de la TFD de y®
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°
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On trouve ainsi la représentation graphique approximative suivante de y(2) (en tenant compte
du phénomene d’aliasing) :
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FIGURE 28 — Tracé approximatif de n + 3 [n]
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La fréquence f5 est donc supprimée. Néanmoins, la fréquence f3 se maintient, que ce soit face
au premier filtre ou au deuxieme.

Correction du 9)

Il faut d’abord échantillonner & une fréquence plus élevée pour éviter le recouvrement de spectre.
Puis, avec un passe-bas plus efficace, on peut abolir la fréquence f; tandis qu’avec un passe-haut,
on peut abolir la fréquence f;. Il s’ensuit que 1’'on peut isoler chaque fréquence si tel est notre bon
vouloir.

Pour aller plus loin

Donnons ici une version plus précise (quoique 1’on se restreigne a un intervalle de temps plus court
pour mieux voir les phénomenes) des images telles qu'on peut les obtenir en utilisant Matlab ou
un autre logiciel courant en traitement du signal.

Notamment, on note que Matlab procede a des interpolations linéaires apres échantillonnage
et que le signal bien lisse que nous avions devient moins “sympathique” :
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y = {wm} z = {zn}

g="{m}

Signal x

temps en s.
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Exercice 5

Correction du 1)

La transformée en z de n +— y[n] + a1y[n — 1] est (1 + a;271)Y (2). Il s’ensuit :

Y(2) 1
H(z) = = :
()= 50 = T
Correction du 2)
Correction du (a)
L’idée est ici de ne pas passer en fréquentiel. D’abord, hln] = 0 si n < 0. Puis, sin = 0 :

h|0] = —a1h[—1] + 1 = 1. Ensuite, on a

hin+ 1] = —ayhin],

pour tout n > 0. Il s’ensuit que la suite h est géométrique de raison —a; donc hln| = (—1)"a}

si n > 0. Par conséquent :

hin] = (—=1)"aju[n].

En supposant a; # 0, il est immédiat que pour tout n € N, h[n] # 0. Le support temporel
de h est donc de cardinal infini. Ceci justifie que le systeme est RII, c’est-a-dire que la Réponse
Impulsionnelle est & support temporel Infini.

Correction du (b)

Pour que le systeme soit stable au sens EBSB, il faut et il suffit que la réponse impulsionnelle
soit sommable c’est-a-dire que l'on ait >,cn |h[n]| < +00. La condition est donc ici que 'on ait
> onso|ai|™ < 4o00. Ceci est vrai a condition que |a;] < 1.

On représente maintenant la réponse impulsionnelle avec a; = 0.5. On a alors h[n| =
n > 0 et 0 sinon. Voici une représentation graphique de la réponse impulsionnelle :

FI1GURE 29 — Réponse impulsionnelle si a; = 0.5
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On représente maintenant la réponse impulsionnelle avec a; = —0.5. On a alors hln| = 2% si
n > 0 et 0 sinon. Voici une représentation graphique de la réponse impulsionnelle :

FiGURE 30 — Réponse impulsionnelle si a; = —0.5
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Correction du 3)
Correction du (a)

Par définition,

X(2) = >_ = "z[n],

nez

ol 2 := eTe = exp (0 + 2§ f)T.) = exp(ZE2rL) = 2imveTe .
p j (=

Correction du (b)

D’apres la question précédente :

H(z)=> z"(—a)"u[n] = i <_al)" = 1%—;2_1'

nez n=0 z

I convient de noter que z doit étre tel que |z| < |a;| sinon il n’y a pas convergence.

On s’intéresse maintenant aux caractéristiques fréquentielles du systeme. Pour ce faire, on
regarde la TFTD de la Réponse Impulsionnelle. D’abord, pour que cette transformée soit définie,
il faut que le cercle unité soit dans le domaine de convergence (c’est-a-dire que 1'on doit avoir ¢2/™
dans le domaine de convergence pour tout v. Ceci n’est vrai que si |a;| < 1.

On considére alors H(v) := H(z := e%™) = m

_ ] _ 1 _ 2 .
Avec a; = 0.5, on a donc ’H(IJ)‘ = T ordemn) Pour ce qui est de la phase,

on peut écrire :
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R 2
H(v) = (2 + cos(2mv)) — jsin(27v) - 5+ 4 cos(2mv)

((2 + cos(27v)) + jsin(27v)) .

On note alors que la partie réelle est toujours positive. Ainsi, la phase est toujours entre —3

sin(27v) ) '

et 5. De fait, cette dernicre est simplement arctan (W

On trace maintenant le module de H(v) et I'on obtient

FIGURE 31 — Fonction de transfert si a; = 0.5
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JOI
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Ce tracé permet de dire qu’il s’agit d’un filtre passe-haut.

_ 2 _ 1 _ 2 -
Avec a; = —0.5, on a donc ‘H(V)‘ Y e s Ry oy Pour ce qui est de la phase,

on peut écrire :

. 2 2
H(v) = (2 — cos(2mv)) + jsin(2mv) 5 — 4cos(2mv)

((2 — cos(2mv)) — jsin(27v)) .

s

On note alors que la partie réelle est toujours positive. Ainsi, la phase est toujours entre —73
et 5. De fait, cette dernicre est simplement arctan (%) = —arctan (%)

On trace maintenant le module de H(v) et I'on obtient :
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FIGURE 32 — Fonction de transfert si a; = —0.5
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Ce tracé permet de dire qu’il s’agit d’un filtre passe-bas.

Correction du (c)

Il faut que les poles de la fonction de transfert soient tous de module strictement inférieur a 1. Or,
I'unique pole est —a;. 11 faut et il suffit donc que l'on ait |a;| < 1; ce qui est la condition obtenue
dans la question 2)(b).

Correction du 4)
Correction du (a)

Ici, on a une suite arithmético-géométrique. Plus précisément, pour tout n > 0 :

yln+ 1+ ay[n] =1,

avec y[0] = 1. On peut procéder comme suit pour calculer y[n] pour tout n > 0. Procédons a
une variation de la constante. y[n] := y;[n](—a1)™ avec y;[0] = 1. Alors :

1 =y[n+ 1] + awyn] = pn + 1(—a)" —pn)(—a)"" = (=a1)" " (n1ln + 1] — w1[n]) -

Ainsi, yi[n] = 1+ Si55(—an) ") = 14 R = 14 B = e Puis,

al

1—(=a)"

y[n| = TIH Dans le cas ot le filtre est stable, |a;] < 1 et donc lim,, ;. y[n] = 2

1+aq1’

On représente ainsi la réponse indicielle pour a; = 0.5 :
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F1GURE 33 — Réponse indicielle si a1 = %

y[n]
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On la représente maintenant pour a; = —0.5 :
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F1GURE 34 — Réponse indicielle si a; = —%
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Correction du (b)

Ici, on a

Y(2) = H(z)E(2) ! L, <(z - 1>Z ) |

T ltazilozt (z+a)
On décompose en éléments simples et il vient :

Y (2) 1 z N aq z
z =
l4a12—1 14az+a;’

dont la Transformée en z inverse donne :
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Exercice 6

Correction du 1)

Il est net que ce systeme est discret (numérique). Il est aussi dynamique. On peut montrer facile-
ment qu’il est causal. En effet, on peut écrire

(50 + CL151 +a252) Yy =e€,

d’ou y est le produit de convolution de e avec l'inverse en convolution de la suite causale
0o + a101 + ag0,. Cette suite est elle-méme causale et la causalité s’ensuit.

De méme, le caractere LIT est immédiat quand on a écrit ceci. Enfin, comme la suite a inverser
n’est pas triviale, il est clair que le systeme est RII c¢’est-a-dire a Réponse Impulsionnelle a support
temporel Infini.

Pour rappel, un systeme RIF est immédiatement stable au sens EBSB. Ici, le systeme est RII.
De fait, on se demande naturellement si ce systeme est stable au sens EBSB ou non. C’est ’objet
de la question 3).

Correction du 2)

Pour rappel, la Transformée en z d’un signal x est :

X(z)=> zmz ™.

meZ

On a donc une propriété du retard similaire a celle de la Transformée de Fourier :

X(2) :=Tz{nz}(z) = 27'X(2),
ou 7y est l'opérateur retard de 1. défini par 7 x[n] := z[n — 1] pour tout n € Z.

On a donc ici :

Y(2) +a127'Y (2) + a2z %Y (2) = E(2).

La fonction de transfert en z est

Y(z 1
H(z):= (2) = .
E(z) 14a1z7'+ ayz?
ot , . .
En prenant z := ¢*" % on retrouve la Transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle.
Cette transformée est notée H(v). On a alors : H(v) = - . On remarque que l'on
1€ +aze=*

pouvait obtenir cette transformée de Fourier sans utiliser la transformée en z. Cela dit, comme
nous avions déja la transformée en z, il suffisait ici de remarquer H(v) = H (e*¥™).

Regardons maintenant les zéros et les poles de H(z) :

22

Hz)=———.
(2) as + a1z + 22
Comme ajas # 0, il y a un unique zéro et il s’agit de 0. C’est une racine double du numérateur.

Les poles s’obtiennent en résolvant I’équation as + a1z + 22 = 0. Le discriminant est A := a? — 4as.
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—al—\/a%—élag ot —a1+ /a%—4a2
2 2 ’

Si A >0, il y a deux poéles réels :
Si A =0, il y a un unique pole réel : —%.

—a1—j4 /4a2—a% ot —a1+j4 /4a2—a%
2 2 '

Si A <0, il y adeux pdles complexes conjugués :

Correction du 3)

Ici, ay = —a;. On veut deux podles complexes conjugués. Pour ce faire, il faut A = a? — 4ay < 0.
En d’autres termes, il faut af + 4a; < 0 donc a; €] — 4;0.

Pour avoir un systeme stable au sens EBSB, il faut et il suffit que les poles soient de norme
strictement inférieure & 1. Or, les deux poles (qui sont des complexes conjugués) ont pour module :

‘—al —j\/4a2—a% B 1
2

a? +4day — a3 = \Jag = \/—ay .

2

Les valeurs permettant un systéme stable au sens EBSB sont donc a; €] — 1;0].

Correction du 4)

Ici, ag = —ay et aq = —%. On note que déja, on dispose de la stabilité au sens EBSB donc la
réponse impulsionnelle est sommable. Par ailleurs, on a :

olt 2y = VT B, |zy| = L.

On procede maintenant au calcul suivant :

H(Z):z(z—z+)z(z—z):Z<z:42++zi) |

Iciy A= —=— et B=——"-—. On a donc
Z4—2— Z4—2—
1 z z
H(z) = <z+ -z > .
2y — 2 z—zy z—z

D’apres les transformées en z fournies dans le formulaire, on voit que n — a™u[n] est 'antécé-
dent de z — == d’ou n — z}u[n] est celui de z — —=—. L’on obtient

zZ—a z—z4
n+l _ _n+l
hin] = B Zluln] — Zi_zﬁu[n] = uu[n]
2y — R- 24— R 2y — R-

Or, z_ = 2} donc avec z; = re/?, il vient :

nsin((n + 1)90)u[n] _
sin(9)

Il convient de noter que l'on n’a pas utilisé la valeur précise de r ni celle de . Ainsi, on peut
réutiliser ce résultat dans la question 5). De plus, le calcul par ordinateur s’en trouve facilité car
il est plus simple pour ce dernier de calculer h[500] par cette formule plutét que par la formule de
récurrence a 500 reprises.

hin] =r
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Ici, r = % & 0.7071 et  n’a pas d’écriture simple. On ne pourra donc pas la représenter de

V2
cette maniere. Néanmoins, on note que % = %

positifs seront significatifs.

. Ainsi, seuls les huit premiers termes strictement

On calcule donc comme suit.
D’abord, pour tout n < 0, hln] = 0. Ensuite,

h[0] = 60[0] — a1h[—1] — axh[-2] = 1.
De méme,

MH:%M—amM—@M—H:—m:;.

Enfin, on utilise la formule de récurrence pour n > 2 :

MMz%MMJhM—H—;Mn—ﬂ: (hfn — 1] — hjn —2)) .

2

N | —

On obtient donc :

— h[2) = -1
— h[3] = -3.
— 4] = -
— h[5] = 2.

— hl6] = 2.

— h[7] = -
— h[8] = —L.
— h[9] = 5.

On note que les valeurs sont plus petites qu'attendues apres le calcul du module. En effet, le
sinus joue aussi un role.

On obtient la représentation graphique approchée suivante :

43



FI1GURE 35 — Réponse impulsionnelle si a; = —%

hin]

4

On cherche maintenant la réponse indicielle. Cette fois, la Transformée en z de la réponse

indicielle est H(z) x *7 c’est-a-dire :

23 22

e P | [ AR Cr ) P P

On décompose le facteur de droite en éléments simples et 'on obtient :

2 2
zy z z z 1 z

Y(z) =

(z+—1)(z+—z,)z—z+_(z,—l)(z+—z,)z—z,+(z+—1)(z,—1)z—1'

On applique a nouveau la Transformée en z inverse et I’on obtient

Z‘% 2Muln| — 2 2"uln ! un
= e o T e o M e o

On remarque par ailleurs :
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—a
(=D — 1) = [z P +1—2R(2y) = —a1 + 1 — 271 =1.

On peut donc simplifier comme suit la réponse indicielle en utilisant & nouveau ’égalité (z, —
1)(z— — 1) =1 et en mettant au méme dénominateur :

o) = (1 o (o (e = 2 = (272 2 Y

Comme z,2_ = |z, |* = r?, il s’ensuit :

sin() sin ()
Pour représenter la réponse indicielle, on fait comme 1’on a fait pour la réponse impulsionnelle.
Ainsi, y[n] = 0 si n < 0. Puis, y[0] = 1, y[1] =1 — a1y[0] = 2 et finalement on utilise la formule de
récurrence pour n > 2 :

yln] = (1 N TMQSin((n +1)¢) 7anﬂsin((n + 2)@)) uln].

yln] = uln] + 59ln — 1] = Syln—2 = 14 2 (yln — 1]~ yln — 7))
On obtient :
— =1
— Bl =g
—yl4 =3
b=
— yl6] = ;.
— 7 = 2.
— 8] = 5.
— 9 =5

On remarque que l'on a bien une convergence vers 1, ce a quoi on pouvait s’attendre.

On obtient la représentation graphique approchée suivante :
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F1GURE 36 — Réponse indicielle si a; = —%
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Correction du 5)
Ici, ag = —a; et a3 = —1. On note que déja, on ne dispose pas de la stabilité au sens EBSB donc

la réponse impulsionnelle n’est pas sommable. Par ailleurs, on a :

22

(z—z4)(z—2)°

H(z) =
ou zy 1= et

En procédant comme dans la question précédente, on a :

hin] = sin(s(iz z—ﬂi)g)

On remarque h[n + 6] = hln]. 11 suffit donc de calculer les six premiers termes :

— o) =1
— [l =

— nf2 =o0.
— R3] = 1.
— h[4] = —1.
— 5] =0

On obtient la représentation graphique approchée suivante :
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F1GURE 37 — Réponse impulsionnelle si a; = —1

hin]
11 o ) °

14

On cherche maintenant la réponse indicielle. On a & nouveau :
yln] =1+ T"HW——F”@) _ Tn+1w—+2>90) uln] .
sin(yp) sin(ep)
Ici, r=1et ¢ =%. On a donc :

(1 | sin((n+ 1)) —sin(n + 2)9@)) .

sin(¢)

yln] =

Or,

sin((n+ 1)) — sin((n+2)) = sin(ng) (cos(p) — cos(2p)) + cos(ng) (sin() — sin(2¢)) = sin(ng)

) = sin(3).

yln] = (\%sm () + 1) uln].

On a donc a nouveau un signal périodique de période 6. On calcule les six premiers termes :
— ylo] =

Y
— Y
Y

wly

car cos(3) = —cos(§) = —3 et car sin(

On aboutit done a :
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— yl4 =0
— y[5] = 0.
On obtient la représentation graphique approchée suivante :

FIGURE 38 — Réponse indicielle si a; = —1
y[n]
o o o o
1e
e e o o o— N
-2 -1 1 2 3 4 5) 6 7 8 10
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Exercice 7

Correction du 1)
Dans le domaine fréquentiel, I’équation différentielle devient
H(s)+1sH(s) = E(s).
Donc H(s) = —~ = 1L Par conséquent, par Transformée de Laplace inverse, il vient

14+7s ;S-I-%
ht) = Lemu(t).

T

Comme E(s) =1, h,(t) est le produit de u(t) par une somme indexée par ’ensemble des poles
de 1, somme qui est donc vide et ainsi, h,(t) = 0. De fait, hy(t) = %e’fu(zﬁ).

Par définition, le temps de réponse est

Lo h(t)dt 1
Thp 1= 2000 = = =
T suph(t) 1 ’
teR
Correction du 2)
Ici, e(t) = Eou(t). Par conséquent,
Eyl— 6_3 ot
y(t) = (hxe)(t) = 70 —u(t) = Eo (1—e 7 ) ult).

On calcule la limite et 'on obtient Ey d’out y,(t) = Egu(t) puis y-(t) = —Eyeu(t).
On va maintenant calculer le temps de montée de 10% a 90%. Pour ce faire, on trouve tg; et
to.o tels que y(to1) = 0.1Ey et y(to9) = 0.9Ey. On obtient alors :
to1 = —710g(0.9) et tyg9 = —7log(0.1).
On en déduit que le temps de montée est t,,, = 71og(9) = 2log(3)T ~ 2.27.

Correction du 3)
Ici, e(t) = ktu(t). On a donc E(s) = %. On obtient alors

k 1 A B C
Y(s)=-7—~x—-=—+5+—1-
T (S + %) 52 S S S+ P
On détermine A, B et C' comme d’habitude. On obtient B = k et C' = k7. Puis, on trouve
A+ C =0dou A= —kr. La Transformée de Laplace inverse donne donc :

y(t) = ku(t) (~m+t+7e77) .

Le régime transitoire s’obtient ensuite en considérant I'unique pole de H a savoir —%. La limite
a regarder est

1 ¢
lim (s + > H(s)E(s)e® = ke 7 .
T

s——1
=
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Par conséquent, . (t) = kre~ru(t). Bt

Correction du 4)

Ici, e(t) = Ey cos(wpt)u(t). On a donc

, la réponse permanente est alors y,(t) = k(t — 7)u(t).

s
E(s) = Ey——— .
(s) 5% + w2
On obtient alors
E s As+ B C
Y(s) = =2 =5——+—7.
T (s+1)(s2+wp) S+l st
On détermine A, B et C' comme d’habitude. On obtient C' = —1 Jfgwg ainsi que A = —%—
0
(/.)2’7' . .
B = %. Ainsi :
EO ot EO 4&.)07'E0 .
t) = ————¢ 7u(t) + cos(wot)u(t) + ————— sin(wot)u(t) .
Le régime transitoire est donc g, (t) = —1 +€8w2 e~ ru(t) et le régime permanent est
0

Yp (t) il

1 + 4wiT?

(cos(wot) + 4wg sin(wot)) u(t) .

20



Exercice 8

Correction du (a)

On aici H(s) = i On en déduit que pour une entrée e et sa sortie y, on a

Yi(s) _ 1
E(s) s’
d’ou
sY(s) = E(s)

si bien que l'on a y/(t) = e(t).

La réponse impulsionnelle est telle que sa Transformée de Laplace est s — % Conséquemment,,
la réponse impulsionnelle est ¢ — h(t) = u(t). L’échelon unité n’est pas sommable sur R. Il s’ensuit
que le systéme n’est pas stable au sens EBSB.

Correction du (b)

On aici H(s) = S% On en déduit que pour une entrée e et sa sortie y, on a

d’ou

si bien que 1'on a y"(t) = e(t).

La réponse impulsionnelle est telle que sa Transformée de Laplace est s — S% Conséquemment,,
la réponse impulsionnelle est ¢ +— h(t) = tu(t), la fonction rampe. Celle-ci n’est pas sommable sur R.
Il s’ensuit que le systeme n’est pas stable au sens EBSB.

Correction du (c)
Correction du 1.

Cette fois, on a :

(1 - ;1) (1 - ;2) Y(s) = E(s).

Par conséquent, la représentation externe du systeme est

- (54 ) v O+l = e,

La réponse impulsionnelle est telle que sa Transformée de Laplace est s +— ()l() La

s
1—Sl

décomposition en éléments simples donne :
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His) = S159 ( 1 _ 1 )’

S1 — S92 \S — 8§51 S — So

dont la Transformée de Laplace inverse est

5152 t t
h t = — 681 — 682 u t .
()= ) ult)
Correction du 2.
On traite d’abord le premier cas c’est-a-dire quand s; = —1 4+ j et s5 = —1 — 5. D’abord, les poles

sont $1 et so. Ensuite, R(s;) = R(s2) = —1 < 0. Le systeme est donc stable au sens EBSB.
On peut le vérifier avec h(t) = % (e7telt — e te i) u(t) = 2! sin(t)u(t). Voici une représenta-

tion graphique approchée de la réponse impulsionnelle :

FIGURE 39 — Réponse impulsionnelle si 51 = —1+jet so =—1—7

On traite maintenant le deuxiéme cas c’est-a-dire quand s; = 1+ j et so = 1 — 7. D’abord,
les poles sont s; et sy. Ensuite, R(s1) = R(s2) = 1 > 0. Le systeme n’est donc pas stable au sens

EBSB.
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On peut le vérifier avec h(t) = % (etelt — ete ) u(t) = 2t sin(t)u(t). Voici une représentation
graphique approchée de la réponse impulsionnelle :

FIGURE 40 — Réponse impulsionnelle si s =14+ jet s5o=1—3

1,000
500 ¢
=
= O
—500 |
\
—1,000 1 1 1 -
0 2 4 6
t
On traite enfin le troisieme cas c’est-a-dire quand s; = j et so = —j. D’abord, les pdles sont s;
et so. Ensuite, R(s;) = R(s2) = 0. Le systeme n’est donc pas stable au sens EBSB.
On peut le vérifier avec h(t) = 223' (e?t — e ) u(t) = 2sin(t)u(t). Voici une représentation

graphique approchée de la réponse impulsionnelle :

FIGURE 41 — Réponse impulsionnelle si 51 = j et s = —J
2 4
1 1
S
= 0
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