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Généralités

Définition

Définition

Un test d’hypothese est un algorithme qui permet de décider entre
deux hypotheses. Pour ce faire, le test d’hypothése analyse une
statistique élaborée a partir d'un échantillon aléatoire, tout en
quantifiant le risque d’erreur. Ou plutdt : les risques d’erreurs.
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Généralités

Définition

Définition

Un test d’hypothese est un algorithme qui permet de décider entre
deux hypotheses. Pour ce faire, le test d’hypothése analyse une
statistique élaborée a partir d'un échantillon aléatoire, tout en
quantifiant le risque d’erreur. Ou plutdt : les risques d’erreurs.

Remarque

Il'y a deux grandes familles de tests statistiques : les tests
paramétriques et les tests non paramétriques.
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Généralités

Tests paramétriques

Les tests paramétriques présupposent que I'on connait le genre de
loi que suivent les variables aléatoires sous-jacentes : Bernoulli
B(p), Poisson P(\), normale N'(m,a?)...
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Généralités

Tests paramétriques

Les tests paramétriques présupposent que I'on connait le genre de
loi que suivent les variables aléatoires sous-jacentes : Bernoulli
B(p), Poisson P(\), normale N'(m,a?)...

Ces hypothéses sont généralement difficiles a vérifier (et
nécessitent donc un test non paramétrique pour commencer). |l
convient de noter que les tests paramétriques sont puissants. Ainsi,
dans le cas des grands échantillons ou si I'on est exactement dans
le modele gaussien, il est facile de décider si oui ou non les
parametres proposés sont les bons.
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Généralités

Tests non paramétriques

Les tests non paramétriques ne présupposent rien. Il n'y a en
particulier aucune hypotheése de normalité a satisfaire au préalable.
Toutefois, leur puissance est plus modérée.
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Généralités

Tests non paramétriques

Les tests non paramétriques ne présupposent rien. Il n'y a en
particulier aucune hypotheése de normalité a satisfaire au préalable.
Toutefois, leur puissance est plus modérée.

De fait, on les emploie quand on ne peut faire d'autres tests. Leur
avantage est de pouvoir étre utilisés méme avec des échantillons de
faible taille.
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Généralités

Test de conformité

Pour commencer, on veut savoir si une valeur pré-établie du
paramétre de la loi sous-jacente est bonne ou non. On confronte
alors la valeur théorique de la statistique liée a cette valeur
pré-établie a la valeur pratique de la statistique prise sur un
échantillon.
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Généralités

Test de conformité

Pour commencer, on veut savoir si une valeur pré-établie du
paramétre de la loi sous-jacente est bonne ou non. On confronte
alors la valeur théorique de la statistique liée a cette valeur
pré-établie a la valeur pratique de la statistique prise sur un
échantillon.

Notamment, on peut effectuer des tests sur la moyenne, la
variance, la proportion...
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Généralités

Test d'ajustement

Ici, on vérifie si la distribution empirique dans |'échantillon est
représentée de facon crédible ou non par une distribution
pré-établie. En particulier, on peut effectuer un test de normalité
pour savoir si la distribution respecte bien I'hypothese de
normalité. Suite a cela, un test paramétrique peut &tre appliqué.
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Généralités

Test d'ajustement

Ici, on vérifie si la distribution empirique dans |'échantillon est
représentée de facon crédible ou non par une distribution
pré-établie. En particulier, on peut effectuer un test de normalité
pour savoir si la distribution respecte bien I'hypothese de
normalité. Suite a cela, un test paramétrique peut &tre appliqué.

Il convient de noter que la loi sous-jacente peut &tre continue ou
discrete.
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Généralités

Test d'ajustement

Ici, on vérifie si la distribution empirique dans |'échantillon est
représentée de facon crédible ou non par une distribution
pré-établie. En particulier, on peut effectuer un test de normalité
pour savoir si la distribution respecte bien I'hypothese de
normalité. Suite a cela, un test paramétrique peut &tre appliqué.

Il convient de noter que la loi sous-jacente peut &tre continue ou
discrete.

On parle aussi de test d’adéquation.
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Généralités

Test d'homogénéité

Dans un test d’homogénéité, on essaie de vérifier si oui ou non
divers échantillons sont issus d'une méme population et donc si
I'hypothése d’homogénéité est vérifiée. Dit autrement, on cherche
a vérifier si la loi sous-jacente des différentes variables aléatoires
est commune aux différents échantillons.
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Généralités

Test d'homogénéité

Dans un test d’homogénéité, on essaie de vérifier si oui ou non
divers échantillons sont issus d'une méme population et donc si
I'hypothése d’homogénéité est vérifiée. Dit autrement, on cherche
a vérifier si la loi sous-jacente des différentes variables aléatoires
est commune aux différents échantillons.

On parle aussi de test de comparaison.
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Généralités

Test d'indépendance

Le dernier type de test que nous présentons consiste a décider si
deux variables aléatoires sous-jacentes sont indépendantes dans
I'échantillon considéré. Dit autrement, les deux caracteres sont-ils
indépendants (la non-validité du Théoréme donné en statistiques
descriptives vient en fait des fluctuations d'échantillonnage) ou
non?
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Généralités

Test d'indépendance

Le dernier type de test que nous présentons consiste a décider si
deux variables aléatoires sous-jacentes sont indépendantes dans
I'échantillon considéré. Dit autrement, les deux caracteres sont-ils
indépendants (la non-validité du Théoréme donné en statistiques
descriptives vient en fait des fluctuations d'échantillonnage) ou
non?

On parle aussi de test d'association.
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Liste des étapes

L'algorithme régissant la mise en place d'un test d'hypothese est
une succession d'étapes simples, précises et chacune de ces étapes
est d'une grande importance :
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Liste des étapes
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une succession d'étapes simples, précises et chacune de ces étapes
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Liste des étapes

L'algorithme régissant la mise en place d'un test d'hypothese est
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Liste des étapes

L'algorithme régissant la mise en place d'un test d'hypothese est
une succession d'étapes simples, précises et chacune de ces étapes
est d'une grande importance :

@ Formuler I'hypothese nulle (Hp).

@ Définir I'hypothese alternative (Hp).

© Contrdler avec une statistique liée a (Hp) (et a (H1) de fait).
O Etablir la distribution de ladite statistique.

© Choisir le niveau de signification du test, a.

@ Déterminer la région critique associée.



Liste des étapes

L'algorithme régissant la mise en place d'un test d'hypothese est
une succession d'étapes simples, précises et chacune de ces étapes
est d'une grande importance :

o

2]
o
o
o
o
o

Formuler I'hypothese nulle (Hp).

Définir I'hypothese alternative (Hy).

Contrdler avec une statistique liée a (Hp) (et a (H1) de fait).
Etablir la distribution de ladite statistique.

Choisir le niveau de signification du test, «.

Déterminer la région critique associée.

Calculer la valeur empirique de la statistique (dans
I'échantillon).



Liste des étapes

L'algorithme régissant la mise en place d'un test d'hypothese est
une succession d'étapes simples, précises et chacune de ces étapes
est d'une grande importance :

o

2]
o
o
o
o
o

©

Formuler I'hypothese nulle (Hp).

Définir I'hypothese alternative (Hy).

Contrdler avec une statistique liée a (Hp) (et a (H1) de fait).
Etablir la distribution de ladite statistique.

Choisir le niveau de signification du test, «.

Déterminer la région critique associée.

Calculer la valeur empirique de la statistique (dans
I'échantillon).

Décider en fonction des étapes 6. et 7..



Principe général

Formuler (Hp)

La premiere étape consiste a définir I'hypothése nulle, que I'on note
(Ho). Il s’agit de I'hypothése que I'on cherche a contréler. Cela
peut étre une conformité a la loi normale par exemple. L'hypothese
nulle consiste a dire qu’il n'y a pas suffisamment de différence
entre les valeurs théoriques et les valeurs empiriques pour affirmer
que I'hypothése que I'on a formulée est fausse.
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Principe général

Formuler (Hp)

La premiere étape consiste a définir I'hypothése nulle, que I'on note
(Ho). Il s’agit de I'hypothése que I'on cherche a contréler. Cela
peut étre une conformité a la loi normale par exemple. L'hypothese
nulle consiste a dire qu’il n'y a pas suffisamment de différence
entre les valeurs théoriques et les valeurs empiriques pour affirmer
que I'hypothése que I'on a formulée est fausse.

Il est important de comprendre que |'objectif du test d'hypothese
n'est pas d'accepter (Hp) mais plutdt de ne pas la rejeter; ou le
cas contraire de la rejeter.
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Définir (Hy)

Une fois formulée I'hypothése nulle (Hp), une maniere classique de
procéder est de prendre comme hypothese alternative (Hi) le
complémentaire de (Hp). Cependant, cette derniére n'est pas
obligatoirement le complémentaire de (Hp).



Définir (Hy)

Une fois formulée I'hypothése nulle (Hp), une maniere classique de
procéder est de prendre comme hypothese alternative (Hi) le
complémentaire de (Hp). Cependant, cette derniére n'est pas
obligatoirement le complémentaire de (Hp).

Par exemple, si I'on fait un test sur une proportion et que les deux
seules proportions pIau5|bIes sont p ;= 7 et p:= anrs si (Ho)
correspond a p = 7, il s’ensuit que (H1) n'est pas p+# 2 £ mais

p=73



Définir (Hy)

Une fois formulée I'hypothése nulle (Hp), une maniere classique de
procéder est de prendre comme hypothese alternative (Hi) le
complémentaire de (Hp). Cependant, cette derniére n'est pas
obligatoirement le complémentaire de (Hp).

Par exemple, si I'on fait un test sur une proportion et que les deux

seules proportions pIau5|bIes sont p ;= 7 et p:= anrs si (Ho)
correspond a p = 7, il s’ensuit que (H1) n'est pas p+# 2 £ mais

4
p=7.

Par suite, si I'on rejette (Hp), on accepte (Hy).



Contréler avec une statistique

Pour que les tests statistiques aient un sens, il convient que ces
tests soient fondés sur le calcul des probabilités et sur les
théorémes des statistiques. C'est pourquoi, aprés que (Hp) et (H1)
ont été formulées, on va devoir contréler ces deux hypothéses au
moyen d'une statistique S a partir de I'échantillon considéré.



Contréler avec une statistique

Pour que les tests statistiques aient un sens, il convient que ces
tests soient fondés sur le calcul des probabilités et sur les
théorémes des statistiques. C'est pourquoi, aprés que (Hp) et (H1)
ont été formulées, on va devoir contréler ces deux hypothéses au
moyen d'une statistique S a partir de I'échantillon considéré.

Par exemple, pour un test du x? d'ajustement, on considere

X" = .
i=1 pl

2 i (Ni — npi)*



Contréler avec une statistique

Pour que les tests statistiques aient un sens, il convient que ces
tests soient fondés sur le calcul des probabilités et sur les
théorémes des statistiques. C'est pourquoi, aprés que (Hp) et (H1)
ont été formulées, on va devoir contréler ces deux hypothéses au
moyen d'une statistique S a partir de I'échantillon considéré.

Par exemple, pour un test du x? d'ajustement, on considere

" (N; — np;)?

X=)

i-1 P

La plupart du temps, dans les cas concrets, on se ramene a des
tests connus et cette étape consiste a identifier le bon test (et donc
la bonne statistique a utiliser).



Principe général

Etablir la distribution de la statistique de controle

On dispose de deux hypothéses principales : (Hp) et (H1); ces
derniéres étant éventuellement complémentaires. Selon ces
hypotheses, la loi de la statistique va différer.
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Principe général

Etablir la distribution de la statistique de controle

On dispose de deux hypothéses principales : (Hp) et (H1); ces
derniéres étant éventuellement complémentaires. Selon ces
hypotheses, la loi de la statistique va différer.

Dans cette étape, on doit établir la loi de variabilité de la
statistique de contrdle conditionnellement a (Hp). Et, si possible on
fait de méme conditionnellement a I'hypothése alternative (H;);
bien que dans le cas d'un test sur la moyenne, la loi forte des
grands nombres nous permet de nous affranchir de cette possibilité.
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Principe général

Choisir «

Un test d’hypothése ameéne nécessairement a des risques d'erreur.
L’on aimerait que les deux erreurs qui peuvent survenir (celle de
premiere espéce et celle de seconde espece) soient aussi petites que
possibles.
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Principe général

Choisir «

Un test d’hypothése ameéne nécessairement a des risques d'erreur.
L’on aimerait que les deux erreurs qui peuvent survenir (celle de
premiere espéce et celle de seconde espece) soient aussi petites que
possibles.

L'erreur qui nous intéresse le plus est la premiere a savoir la
probabilité de rejeter (Hp) conditionnellement au fait que (Hp) soit
vrai. Cette erreur, que I'on quantifie par « est celle que I'on va
controler.
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Principe général

Choisir «

Un test d’hypothése ameéne nécessairement a des risques d'erreur.
L’on aimerait que les deux erreurs qui peuvent survenir (celle de
premiere espéce et celle de seconde espece) soient aussi petites que
possibles.

L'erreur qui nous intéresse le plus est la premiere a savoir la
probabilité de rejeter (Hp) conditionnellement au fait que (Hp) soit
vrai. Cette erreur, que I'on quantifie par « est celle que I'on va
controler.

On se fixe donc « > 0 en fonction de I'étude que I'on fait avec le
test statistique en question. Généralement, on prend o = 0.1% ou
1% ou 2% voire 5%.
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Principe général

Déterminer la région critique associée - 1

Par définition de la région critique associée, on doit trouver le seuil
critique gc(«) tel que

P(Hy) (S > gc() = a,
si I'hypotheése (Hp) est de la forme p = py et (Hi) de la forme
P> po-
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Principe général

Déterminer la région critique associée - 2

Si jamais (H) est de la forme p < py, alors g-(«) satisfait

Pty (S < ge(@)) = .
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Principe général

Déterminer la région critique associée - 3

Enfin, si (H1) est de la forme p # po, gc(«) satisfait

Pir) (1S] > qe()) = a.
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Principe général

Déterminer la région critique associée - 4

La région critique avec laquelle on rejette I'hypotheése (Hp) sera
donc de la forme [gc(a); +00[, | — 00; ge(@)] ou | — gc(@); ge(@)[€.
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Principe général

Calculer la valeur empirique de la statistique

On calcule la valeur de la statistique S(Xi,--- , X,) dans
I’échantillon. On obtient une valeur s(xy, -+, x,) OU X1, -+ , Xp
sont les réalisations dans |'échantillon.
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Principe général

Décider

Si s(x1,- -+ ,xpn) est dans la région critique, on rejette (Hp) donc on
accepte I'hypothése alternative (Hy). Si la valeur empirique n'est
pas dans la région critique, on ne rejette pas (Hp).
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Principe général

Décider

Si s(x1,- -+ ,xpn) est dans la région critique, on rejette (Hp) donc on
accepte I'hypothése alternative (Hy). Si la valeur empirique n'est
pas dans la région critique, on ne rejette pas (Hp).

Il est essentiel de comprendre que I'on n'accepte pas (Hp). On ne
la rejette simplement pas.

Julian Tugaut Probabilités et Statistiques



© Erreurs

@ Erreur de premiere espece
@ Erreur de seconde espece
@ Différences entre les erreurs



Erreurs Erreur de premiére espéce

Erreur de
Diff

Erreur de premiere espece

L'erreur de premiere espéce consiste a rejeter (Hp) alors que (Hp)
est vraie. On controle cette erreur par «.
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Erreurs Erreur de premiére espéce

Erreur de
Diff

Erreur de premiere espece

L'erreur de premiere espéce consiste a rejeter (Hp) alors que (Hp)
est vraie. On controle cette erreur par «.

Il est essentiel de bien comprendre que le paramétre o n'est pas un
parametre de précision.
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Erreurs Erreur de premiére espéce

Erreur de se
Diffé >

Erreur de premiere espece

L'erreur de premiere espéce consiste a rejeter (Hp) alors que (Hp)
est vraie. On controle cette erreur par «.

Il est essentiel de bien comprendre que le paramétre o n'est pas un
parametre de précision.

Ainsi, au premier abord, on pourrait penser que plus « est petit,
moins on se trompe.
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Erreurs Erreur de premiére espéce

Erreur de se
Diffé >

Erreur de premiere espece

L'erreur de premiere espéce consiste a rejeter (Hp) alors que (Hp)
est vraie. On controle cette erreur par «.

Il est essentiel de bien comprendre que le paramétre o n'est pas un
parametre de précision.

Ainsi, au premier abord, on pourrait penser que plus « est petit,
moins on se trompe.

Ceci n’est pas exact.
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Erreurs Erreur de premiére espéce

Erreur de se
Diffé >

Erreur de premiere espece

L'erreur de premiere espéce consiste a rejeter (Hp) alors que (Hp)
est vraie. On controle cette erreur par «.

Il est essentiel de bien comprendre que le paramétre o n'est pas un
parametre de précision.

Ainsi, au premier abord, on pourrait penser que plus « est petit,
moins on se trompe.

Ceci n’est pas exact.

Plus « est petit et moins I'on ne rejettera (Hp).
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Erreurs Erreur de premiére espéce

Erreur de seconde espece
Différences entre les erreurs

Erreur de seconde espece

L’erreur de seconde espece consiste a ne pas rejeter (Hp) alors que
(H1) est vraie. Cette erreur est notée 3. On n'a pas de prise sur (.
On peut éventuellement calculer cette valeur si I'on dispose de
statistiques simples.

Julian Tugaut Probabilités et Statistiques



Erreurs Erreur de premiére espéce

Erreur de seconde espece
Différences entre les erreurs

Erreur de seconde espece

L’erreur de seconde espece consiste a ne pas rejeter (Hp) alors que
(H1) est vraie. Cette erreur est notée 3. On n'a pas de prise sur (.
On peut éventuellement calculer cette valeur si I'on dispose de
statistiques simples.

La quantité 1 — 3 est appelée la puissance du test. Ainsi, les tests
paramétriques ont une erreur de seconde espece plus faible que
celle des tests non paramétriques.
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Erreurs

Différences entre les erreurs

Il est crucial de bien comprendre qu'a priori, o et 3 n’ont rien a
voir. En effet,

P ((Ho), rejeter (Hp))
P((Ho)) ’

o = Py, (rejeter (Ho)) =
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Erreurs Erreur de pren

Erreur de seco
Différences entre les erreurs

Différences entre les erreurs

Il est crucial de bien comprendre qu'a priori, o et 3 n’ont rien a
voir. En effet,

P ((Ho), rejeter (Hp))
P((Ho)) ’

o = Py, (rejeter (Ho)) =

tandis que

P ((Ho)¢, ne pas rejeter (Hp))
P((Ho)°)

B = P(y)c (ne pas rejeter (Hp)) =
dans le cas ou (H1) = (Ho)°.
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@ Test du x? d'ajustement
@ Justification théorique du test
@ Résultat théorique



Test du x2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Remarque

Il est crucial de comprendre qu’'on ne verra dans ce cours qu’une
infime partie de la théorie des tests statistiques. Pour plus
d’'informations, voir le polycopié.
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Test du x2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Justification théorique du test - 1

Donnons-nous des variables aléatoires (X,-),-e[[l;,,]] indépendantes et
identiquement distribuées suivant la loi discrete suivante :

P(X; = k) = pk pour k € [1;r], avec Zpkzl.
k=1

Ainsi, il y a r classes différentes.
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Test du x2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Justification théorique du test - 1

Donnons-nous des variables aléatoires (X,-),-e[[l;,,]] indépendantes et
identiquement distribuées suivant la loi discrete suivante :

P(X; = k) = pk pour k € [1;r], avec Zpkzl.
k=1

Ainsi, il y a r classes différentes.

Maintenant, pour toute classe k € [1; r], on pose :

n
Nici= D Tixi=ky -
i=1
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Justification théorique du test

Test du \'2 d'ajustement
Résultat théorique

Justification théorique du test - 2

Ny correspond au nombre d'occurrences de la valeur k dans
I'échantillon considéré. C'est donc une variable aléatoire. On sait
que %Nk converge presque slirement vers py quand n tend vers
I'infini d'apres la loi forte des grf,r\;ds nombres. Et, d'apres le

0w Vk—Pk

théoréme central de la limite, tend en loi vers la loi

Pk(1—pk)
n

normale centrée réduite.
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Test du x2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Justification théorique du test - 3

(Ni—npi)?
npk(1—px)
loi du x2? a 1 degré de liberté puis I'on peut envisager que la
somme pour k allant de 1 a r de cette quantité tend en loi vers
une loi du X2 quand n tend vers l'infini. Le cas échéant, on
pourrait créer un test qui discrimine si oui ou non le r-uplet

(p?, e ,p9) correspond a la distribution réelle.

Il est ainsi naturel d’imaginer que puisse tendre vers une
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Test du x2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Résultat théorique - 1

Plus rigoureusement, on introduit

~ (N — npie)? r <%_pk)2
¢y Wheomm)t 5 |
=1 Pk

Julian Tugaut Probabilités et Statistiques



Test du x2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Résultat théorique - 2

Théoreme de Pearson

Quand n tend vers l'infini, la variable aléatoire X% tend en loi vers
une loi du Khi-deux a r — 1 degrés de liberté.
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Test du x2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Résultat théorique - 2

Théoreme de Pearson

Quand n tend vers l'infini, la variable aléatoire X% tend en loi vers
une loi du Khi-deux a r — 1 degrés de liberté.

La preuve du théoreme est omise.
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Test du \'2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Résultat théorique - 2

Théoreme de Pearson

Quand n tend vers l'infini, la variable aléatoire X% tend en loi vers
une loi du Khi-deux a r — 1 degrés de liberté.

La preuve du théoreme est omise.

Remarque

En pratique, on se contente d'avoir npy > 5 pour tout k € [1; r].
Mais, il est préférable que I'on ait np, > 10.
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Test du \'2 d'ajustement Justification théorique du test
Résultat théorique

Résultat théorique - 3

Remarque

Lorsque |'effectif attendu npy d'une classe est plus petit que 5, il
est recommandé de regrouper cette classe avec une autre qui lui
est adjacente avant de procéder au test du y2. Le test
d’'ajustement porte alors sur la distribution dans les classes
obtenues apres le regroupement.
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@ Utilisation du khi-deux pour une loi discréte
@ Mécanique générale
@ Un exemple



Mécanique générale pour une loi discrete - 1

Soit pQ € [0; 1] pour tout k € [1; r], avec > k_q pS = 1.



Mécanique générale pour une loi discrete - 1

Soit pQ € [0; 1] pour tout k € [1; r], avec > k_q pS = 1.

Etape 1. On se donne I'hypothése (Hp) suivante : p = p°
c'est-a-dire que l'on a py = p2 pour tout k € [1;r].



Mécanique générale pour une loi discrete - 1

Soit pQ € [0; 1] pour tout k € [1; r], avec > k_q pS = 1.

Etape 1. On se donne I'hypothése (Hp) suivante : p = p°
c'est-a-dire que l'on a py = p2 pour tout k € [1;r].

Etape 2. L'hypothése alternative (Hy) est p # p° c'est-a-dire qu'il
existe ko € [1; r] tel que px # p20.



Mécanique générale pour une loi discrete - 2

Etape 3. On introduit la statistique

T S )]
Zy = kiopk =n nio ou Ny est le nombre
— np _ P

k=1 k k=1 k

d’occurrences de la classe k dans |'échantillon considéré.



Mécanique générale pour une loi discrete - 2

Etape 3. On introduit la statistique

T S )]
Zy = kiopk =n nio ou Ny est le nombre
— np _ P

k=1 k k=1 k

d’occurrences de la classe k dans |'échantillon considéré.

Etape 4. On sait alors d'apres le Théoreme de Pearson que sous
(Ho), Z, converge en loi vers une loi du x2 a r — 1 degrés de
liberté. Et, par la loi forte des grands nombres, il est assez facile de
montrer que Z, tend presque siirement vers |'infini sous (Hy).



Mécanique générale pour une loi discrete - 2

Etape 3. On introduit la statistique

T S )]
Zy = kiopk =n nio ou Ny est le nombre
— np _ P

k=1 k k=1 k

d’occurrences de la classe k dans |'échantillon considéré.

Etape 4. On sait alors d'apres le Théoreme de Pearson que sous
(Ho), Z, converge en loi vers une loi du x2 a r — 1 degrés de
liberté. Et, par la loi forte des grands nombres, il est assez facile de
montrer que Z, tend presque siirement vers |'infini sous (Hy).

Etape 5. On se donne ensuite un niveau de signification (erreur de
premiére espéce) .



Mécanique générale pour une loi discrete - 3

Etape 6. La région critique consiste ici a résoudre

P(Z, > gc()) = a.



Mécanique générale pour une loi discrete - 3

Etape 6. La région critique consiste ici a résoudre

P(Z, > gc()) = a.

On trouve ainsi gc(@) := g1—_q, le quantile d'ordre 1 — « de la loi
du x? a r — 1 degrés de liberté. Ceci nous donne la région critique
suivante :

Ja = [q1—a; +00[ .



Mécanique générale pour une loi discrete - 3

Etape 6. La région critique consiste ici a résoudre

P(Z, > gc()) = a.

On trouve ainsi gc(@) := g1—_q, le quantile d'ordre 1 — « de la loi
du x? a r — 1 degrés de liberté. Ceci nous donne la région critique

suivante :

Ja = [q1—a; +00[ .

étape 7. On calcule ensuite la valeur de Z,, dans I'échantillon.



Mécanique générale pour une loi discrete - 4

Etape 8. Ainsi, si Z, € J., on rejette I'hypothese (Hp) et on
accepte (Hi); sinon on ne la rejette pas.



Mécanique générale
Utilisation du khi-deux pour une loi discrete Un exemple

Un exemple - 1

On simule cent lancers d'un dé a six faces par un programme. On
obtient la répartition suivante :

Valeursisolées x, || 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
Effectifs N 17 |22 | 18 | 14 | 13 | 16
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Mécanique générale
Utilisation du khi-deux pour une loi discrete Un exemple

Un exemple - 1

On simule cent lancers d'un dé a six faces par un programme. On
obtient la répartition suivante :

Valeursisolées x, || 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
Effectifs N 17 |22 | 18 | 14 | 13 | 16

Peut-on considérer, au risque de 5%, que la simulation est bien
celle d'un dé non pipé?
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Un exemple - 2

Considérer le dé comme équilibré revient a supposer |'hypothése

(Ho) : “I'échantillon est celui d'une loi équirépartie sur un ensemble

3 r=06éléments”. Onaicipd =p3 =---=pd = 1.




Un exemple - 2

Considérer le dé comme équilibré revient a supposer I'hypothese
(Ho) : “I'échantillon est celui d'une loi équirépartie sur un ensemble
N _ 712 ” . 0o_ ,0__ _ . 0_1
ar=6ééments”. Onaicip; =p, = =ps = ¢.

Regardons par ailleurs les deux distributions (effectifs théoriques et
effectifs réels) sur un diagramme :

22

20

18
16
14
12
10
i, 2 3 4 5 6

N e o ®




Mécanique générale
Utilisation du khi-deux pour une loi discrete Un exemple

Un exemple - 3

On organise les calculs de la maniére suivante :

XK 1 2 3 7 5 6 b3
N 17 2 18 14 13 16 100
npp 1667 | 16.67 | 16.67 | 16.67 | 16.67 | 16.67 100
012
Bl | 0.0067 | 1.7067 | 0.1067 | 0.4267 | 0.8067 | 0.0267 || xZ, = 3.08
k

Julian Tugaut Probabilités et Statistiques



Mécanique générale
Utilisation du khi-deux pour une loi discrete Un exemple

Un exemple - 4

Pour la loi du Khi-deux a r — 1 = 5 degrés de liberté, une lecture
de la table donne le quantile d'ordre 0.95 égal & x3 ¢5(5) ~ 11.1.
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Mécanique générale
Utilisation du khi-deux pour une loi discrete Un exemple

Un exemple - 4

Pour la loi du Khi-deux a r — 1 = 5 degrés de liberté, une lecture
de la table donne le quantile d'ordre 0.95 égal & x3 ¢5(5) ~ 11.1.

Comme x2,, < 11.1, on ne rejette pas (Ho).
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Mécanique générale

Utilisation du khi-deux pour une loi discrete Un exemple

Un exemple - 4

Pour la loi du Khi-deux a r — 1 = 5 degrés de liberté, une lecture
de la table donne le quantile d'ordre 0.95 égal & x3 ¢5(5) ~ 11.1.

Comme x2,, < 11.1, on ne rejette pas (Ho).

Il s'agit, au risque d’erreur de 5%, d'une simulation d'un dé
équilibré.
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Utilisation du khi-deux pour une loi continue

Mécanique générale pour une loi continue - 1

Si I'on suppose maintenant que la loi suivie par X est continue et
qu'on veut la confronter a une densité f, on se rameéne alors a une
discrétisation de ladite loi. Pour ce faire, on se donne r — 1 réels
deux a deux distincts ai,--- ,a,—1. On suppose par ailleurs que
'onaag <ay<---<ag<akgyr <---<ari.
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Utilisation du khi-deux pour une loi continue

Mécanique générale pour une loi continue - 1

Si I'on suppose maintenant que la loi suivie par X est continue et
qu'on veut la confronter a une densité f, on se rameéne alors a une
discrétisation de ladite loi. Pour ce faire, on se donne r — 1 réels
deux a deux distincts ai,--- ,a,—1. On suppose par ailleurs que
'onaa; <ax<---<ak<aks1 <---<ar1. On pose ensuite

a
Py ;:/ f(x)dx,
ak—1
pour tout k € [1; r] ot ag := —o0 et a, 1= +00.

Julian Tugaut Probabilités et Statistiques



Utilisation du khi-deux pour une loi continue

Mécanique générale pour une loi continue - 2

On peut ainsi se ramener au cas discret en posant

Ny = Z ]1{X,'€]3k—1;ak[} :
i=1
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Utilisation du khi-deux pour une loi qui dépend d'un parametre 6

Pour une loi a paramétre

Nous souhaitons maintenant mettre en place un test permettant de
décider si la loi de I'échantillon appartient ou non a une famille de
lois (p(a))gee indexée par un paramétre 6 3 valeurs dans ©® C RY.
On suppose que |I'on dispose de é; I'estimateur du maximum de
vraisemblance.
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Utilisation du khi-deux pour une loi qui dépend d'un parametre 6

Pour une loi a paramétre

Nous souhaitons maintenant mettre en place un test permettant de
décider si la loi de I'échantillon appartient ou non a une famille de
lois (p(a))gee indexée par un paramétre 6 3 valeurs dans ©® C RY.
On suppose que |I'on dispose de é; I'estimateur du maximum de
vraisemblance.

Pour chaque paramétre estimé, on perd un degré de liberté. Ainsi,
dans le cas de la loi normale, estimer (u, 0?) fait perdre deux
degrés de liberté.
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Autres tests

Autres tests

On peut aussi faire des tests du x> d'homogénéité ou
d'indépendance.
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Autres tests

Autres tests

On peut aussi faire des tests du x> d'homogénéité ou
d'indépendance.

Egalement, il existe d'autres types de tests comme ceux de
Kolmogorov-Smirnov.
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