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Introduction

Introduction - 1

Dans ce chapitre, on va présenter deux méthodes classiquement
utilisées pour obtenir des estimateurs. Ces deux méthodes
populaires sont la méthode des moments et celle du maximum de
vraisemblance. La premiére est simple a mettre en ceuvre dans la
plupart des cas. Néanmoins, toutes les propriétés attendues que
I'on a énumérées précédemment ne sont pas forcément vérifiées. La
deuxiéme est tout aussi intuitive que la premiére mais elle est plus
difficile a appliquer. Son intérét principal est de fournir des
propriétés trés appréciables sur les estimateurs qu’elle fournit.
Globalement, les deux peuvent nécessiter |'utilisation d’outils
numériques pour fournir une valeur au moins approchée dans le cas
de données concrétes.
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Introduction

Introduction - 2

Chacune a ses avantages et ses inconvénients si bien qu'il faut
avoir vu les deux et faire le bon choix en fonction de |'usage que
I'on en fera. Dans certains cas, I'estimation par la méthode des
moments est moins bonne que I'estimation par le maximum de
vraisemblance. Néanmoins, dans le cas de la loi Gamma par
exemple, le calcul de la fonction de vraisemblance peut poser des
problémes (I'utilisation de I'ordinateur et d'algorithmes numériques
est indispensable) tandis que |'estimation des moments est tres
facilement accessible.
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Méthode des moments - Modele

Soit un modele statistique indexé par un ensemble ©. Supposons
donné un n-échantillon (X1, -, X,) d'une loi intégrable sous [Py
pour chaque # € ©. On cherche un estimateur 6, de 6*.
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Soit un modele statistique indexé par un ensemble ©. Supposons
donné un n-échantillon (X1, -, X,) d'une loi intégrable sous [Py
pour chaque # € ©. On cherche un estimateur é; de 6*.
Supposons dans un premier temps que © est une partie de R.



Méthode des moments - Modele

Soit un modele statistique indexé par un ensemble ©. Supposons
donné un n-échantillon (X1, -, X,) d'une loi intégrable sous [Py
pour chaque # € ©. On cherche un estimateur é; de 6*.
Supposons dans un premier temps que © est une partie de R.
L'idée de la méthode des moments est de prendre comme
estimateur 5; une valeur de 6 telle que IEQAn =m (5;) coincide
avec la moyenne empirique observée.



Exemple introductif

. de générale
Méthode des moments &

Exemple introductif - 1

Présentons cette méthode intuitive sur un exemple simple. On
suppose que X suit la loi de Poisson de parameétre 0* > 0, P(6*).
Ici, 6* €]0; +oo[. Or, © :=]0; +00[ est bien un intervalle de R.
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Exemple introductif

. de générale
Méthode des moments &

Exemple introductif - 1

Présentons cette méthode intuitive sur un exemple simple. On
suppose que X suit la loi de Poisson de parameétre 0* > 0, P(6*).
Ici, 6* €]0; +oo[. Or, © :=]0; +00[ est bien un intervalle de R.
Un estimateur par la méthode des moments est alors une solution

de I'équation
I _
X, = E;X,-: m (0n) -
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Exemple introductif

. Néthod
Méthode des moments 106e

Exemple introductif - 2

Si m réalise une bijection de © dans m(©), alors 6, = m1 (7,,)
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Exemple introductif
Viéthode générale

Méthode des moments
mples

Exemple introductif - 2

Si m réalise une bijection de © dans m(©), alors 6, = m1 (7,,)
Pour la loi de Poisson de parameétre 6*, la moyenne est égale a 6*.
De fait, on prend 6, := X,,.
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Exemple introductif

. V od 2néral

Méthode des moments node generale
mples

Limites

Exemple introductif - 2

Si m réalise une bijection de © dans m(©), alors 6, = m1 (7,,)
Pour la loi de Poisson de parameétre 6*, la moyenne est égale a 6*.
De fait, on prend 8, := X,.

Ainsi, si le nombre d’observations n est assez grand, on prend

. . N 1 n H
comme estimation du parametre la valeur - > 7 ; x[i].
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Exemple introductif
Méthode générale
Exemples

Limites

Méthode des moments

Méthode générale - 1

D’abord, on suppose que © est une partie de RY avec d > 1.
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Exemple introductif
Méthode générale
Exemples

Limites

Méthode des moments

Méthode générale - 1

D’abord, on suppose que © est une partie de RY avec d > 1.
On suppose également que le moment d'ordre p de la variable
aléatoire X est fini.
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Exemple introductif
Méthode générale
Exemples

Limites

Méthode des moments

Méthode générale - 1

D’abord, on suppose que © est une partie de RY avec d > 1.

On suppose également que le moment d'ordre p de la variable
aléatoire X est fini.

Enfin, on admet que parmi les p premiers moments, il y en a au
moins d qui dépendent du paramétre 0. Dit plus rigoureusement,
I'application de © dans R? qui a 6 associe

(Eg(Xkl), e ,Eg(Xkd)) est injective; ol 1 < ky < -+ < kg < p.
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Méthode générale - 2

Si I'on cherche le parameétre § C R’ d'une loi uniforme sur
I'intervalle centré [—6; 0], on doit donc aller jusqu'au moment
d'ordre deux vu que le moment d'ordre un est constant et égal a 0.




Méthode générale - 2

Si I'on cherche le parameétre § C R’ d'une loi uniforme sur
I'intervalle centré [—0; 6], on doit donc aller jusqu'au moment
d'ordre deux vu que le moment d'ordre un est constant et égal a 0.

Alors, |'estimateur par la méthode des moments est la solution
(unique) du systeme d'équations

3 ().

pour tout / € [[1; d] ou mk(é;) = EOA(X’() pour tout k > 1.



Exemple introductif
Méthode générale
Exemples

Limites

Méthode des moments

Loi de Bernoulli

On suppose que X suit la loi B(p) avec p €]0; 1[. Alors, on sait que
E[X] = p. D'ou I'on prendra p, := %22:1 Xk, la proportion
d’échantillon.
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Exemple introductif
hode générale

Exemples

Limites

Méthode des moments

Loi géométrique

On suppose que X suit la loi géométrique de parametre p €]0; 1.
Alors,

E[X]:i.

D'ol I'on prendra p), := L+ = —"—.
p Pn X, 22:1 X,
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Loi uniforme

On suppose que X suit la loi uniforme sur l'intervalle [a; b] avec
a < b. On a ici deux paramétres donc il faudra deux équations.

Or, E[X] = 22 et Var[X] = (b— a) . Ainsi, on peut écrire

a=E[X]—V3y/Var[X] et b=E[X]—-V3/Var[X].



Loi uniforme

On suppose que X suit la loi uniforme sur l'intervalle [a; b] avec

a < b. On a ici deux paramétres donc il faudra deux équations.
—3)2 . . , .

Or, E[X] = 22 et Var[X] = %. Ainsi, on peut écrire

a=E[X]—V3y/Var[X] et b=E[X]—-V3/Var[X].

Par conséquent, on prendra les estimateurs de la méthode des
moments sont a, := X, — V/3S, et b, :== X, + v/3S,.



Exemple introductif
hode générale

Exemples

Limites

Méthode des moments

Loi exponentielle

On suppose que X suit la loi exponentielle de parametre A > 0. On
sait que I'on a E[X] = 1. On prendra donc A= L = Z
k= l
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mple introductif
Méthode des moments

Limites

Loi normale

On suppose que X suit la gaussienne de parametres m € R et
o2 > 0. On sait que m correspond 3 |'espérance tandis que o2
correspond a la variance. Ainsi, on prendra m,, := X, et 02 := S2.
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Exemple introductif
Viéthode générale
Exemples

Limites

Méthode des moments

Loi d’'Erlang

On suppose que X suit la loi d'Erlang de parameétres r € N* et
A > 0. Cette loi correspond a la loi de la somme de r variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi
E(A). On suppose r connu. On a donc E[X] = {. On prendra ainsi

N nr
n === .
k=1 Xk
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Loi de Pareto - 1

On suppose que X suit la loi de Pareto de paramétres xp > 0 et

« > 0. On suppose que I'on connait xp. On suppose également que
« est strictement plus grand que 1. En effet, cette condition est
nécessaire pour avoir une espérance. Et, cette espérance vaut

/oo (X())a o«
al—) dx= X0 -
X0 X a—1

Alors, on prendra comme estimateur &, := 7an )
n—X0




Loi de Pareto - 2

Si o > 2, on peut aussi estimer I'autre paramétre a savoir xp en
utilisant le second moment :

a

E[X?] = X5
o —

d'ou

Var[X] =

(@ =1)*(a—2)"



Loi de Pareto - 2

Si o > 2, on peut aussi estimer I'autre paramétre a savoir xp en
utilisant le second moment :

a

B = 23
d'ol
2
Var[X] = (0= 1(;;?04 —3)
On est ensuite amené a résoudre
o — axg 5
1% =X, et (@ —12(a—2) =S5;.



mple introductif
Méthode des moments

Limites

Loi de Cauchy

On suppose que X suit la loi de Cauchy de densité de probabilité

1 b

)= T =

X n'a aucun moment donc la méthode ne peut pas étre utilisée.
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Exemple introductif
Méthode générale
Exemples

Limites

Méthode des moments

Limites - 1
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Exemple introductif
. hode générale

Méthode des moments &
mples

Limites

Limites - 1

Il convient de noter que la méthode des moments ne peut étre
appliquée qu'a des modeles paramétriques admettant un nombre
suffisant de moments. Ceci est vérifié pour la plupart des lois que
I'on a étudiées. Mais, dans la pratique, on peut se retrouver
confronté a d'autres types de lois. Par exemple, la loi de Cauchy est
un bon contre-exemple a I'application de la méthode des moments.
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Exemple introductif
Méthode générale
Exemples

Limites

Méthode des moments

Limites - 2
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mple introductif
Méthode des moments

Limites

Limites - 2

De plus, les équations a résoudre sont, par essence, non linéaires si
bien qu'il est difficile, en toute généralité, de les résoudre
formellement. Il faut alors faire appel a des outils numériques.
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Exemple introductif
. hode générale

Méthode des moments &
mples

Limites

Limites - 2

De plus, les équations a résoudre sont, par essence, non linéaires si
bien qu'il est difficile, en toute généralité, de les résoudre
formellement. Il faut alors faire appel a des outils numériques.
Enfin, si la taille de I'échantillon n'est pas suffisamment grande, la
loi des grands nombres ne s'applique pas et par conséquent, les
moments empiriques n’approchent pas suffisamment les moments
théoriques.
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© Méthode du maximum de vraisemblance
@ Exemple introductif
o Méthode générale
@ Exemples



ple introductif
thode
Méthode du maximum de vraisemblance =mples

Philosophie de la méthode - 1
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Exemple introd
Méthode g
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Philosophie de la méthode - 1

On suppose que I'on dispose d'un modele paramétrique ou le
paramétre § C RY peut prendre un nombre fini r de valeurs :
O1,---,0r.
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Exemple introd
Méthode g
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Philosophie de la méthode - 1

On suppose que I'on dispose d'un modele paramétrique ou le
paramétre § C RY peut prendre un nombre fini r de valeurs :

01, 0.
On dispose d'un n-échantillon (Xi,---, X,) dont les valeurs que
I'on a observées sont (x[1],- -, x[n]). On suppose enfin que la

variable aléatoire X est discrete quelle que soit la valeur de 6.
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Exemple introd
Méthode g
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Philosophie de la méthode - 2

On admet également que I'on ne dispose d'aucun a priori (aussi
appelé prior en statistiques bayésiennes) sur le choix entre
01, -+ ,0k. En d'autres termes, P( = 0;) =--- =P(0 =6,) = %
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Exemple intro
Méthode g
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Philosophie de la méthode - 2

On admet également que I'on ne dispose d'aucun a priori (aussi
appelé prior en statistiques bayésiennes) sur le choix entre

01, ,0k. En d'autres termes, P(0 = 61) = --- =P(0 = 0,) = 1.
Alors, d'apres la formule de Bayes, on a :

PO =113 =5l 5o =0 = sl R S Sy
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Méthode du maximum de vraisemblance xem )Ig:

Philosophie de la méthode - 3

Il est alors raisonnable de choisir le mode, c'est-a-dire dans le cas
présent la valeur / telle que la probabilité conditionnelle

PO =0, X1 = x[1],--- , X, = x[n]) soit la plus élevée. Pour ce
faire, il suffit de maximiser la quantité []7_; P(X = x[i]| 6 = 6)).
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Exemple introd
Méthode g
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Philosophie de la méthode - 3

Il est alors raisonnable de choisir le mode, c'est-a-dire dans le cas
présent la valeur / telle que la probabilité conditionnelle

PO =0, X1 = x[1],--- , X, = x[n]) soit la plus élevée. Pour ce
faire, il suffit de maximiser la quantité []7_; P(X = x[i]| 6 = 6)).
Cette quantité sera appelée vraisesmblance. On cherche ainsi a
maximiser la vraisemblance.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Exemple introductif - 1

Plutot que de théoriser tout de suite, on considére un exemple
introductif, ce dernier étant le méme que celui que I'on a donné
pour la méthode des moments.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Exemple introductif - 1

Plutot que de théoriser tout de suite, on considére un exemple
introductif, ce dernier étant le méme que celui que I'on a donné
pour la méthode des moments.

On suppose que X suit la loi de Poisson de parameétre 6* > 0,
P(6%). Ici, 8" €]0; +o0[. On ne dispose donc plus d'un nombre fini
de modalités possibles pour 6.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Exemple introductif - 2

La vraisemblance est ici :

ool exp[—(nf — 1, x]i] log(#))]
L e [ (0) = - = i L .
(1) ) (6) ’_:Hlx[,]!e T x[]
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Méthode
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Exemple introductif - 3

Pour maximiser cette fonction, on minimise
0 — —log(L(x[],... x[n])(?))- Pour ce faire, on dérive et I'on a un
unique point critique qui est atteint en

1 n

0, = ;ZX[I]

i=1
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Exemple introductif - 3

Pour maximiser cette fonction, on minimise
0 — —log(L(x[],... x[n])(?))- Pour ce faire, on dérive et I'on a un
unique point critique qui est atteint en

o~ 1.7

0, := = Zx[i] .

iz

On peut ensuite vérifier que ce minimum critique correspond bien a
un maximum global.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Exemple introductif - 3

Pour maximiser cette fonction, on minimise
0 — —log(L(x[],... x[n])(?))- Pour ce faire, on dérive et I'on a un
unique point critique qui est atteint en

o~ 1.7

0, := = Zx[i] .

iz

On peut ensuite vérifier que ce minimum critique correspond bien a
un maximum global.
On note que cet estimateur n'est rien d'autre que I'estimateur
obtenu avec la méthode des moments.

Julian Tugaut Statistiques



Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Méthode générale - 1

Soit X une variable aléatoire réelle de loi paramétrique (discréte ou
continue), dont on veut estimer le paramétre 6. Alors, on définit
une fonction f comme suit :

f(x,0) = fp(x)
si X est une variable aléatoire continue de densité fy et
f(x,0) =Py (X =x)

si X est une variable aléatoire discrete.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Méthode générale - 2

Définition
On appelle fonction de vraisemblance de 6 pour une
réalisation (x[1],--- ,x[n]) d'un échantillon, la fonction de 6 :

Lixqeg,- i (0) := [T F(x[11,6) -
i=1
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Méthode générale - 2

Définition

On appelle fonction de vraisemblance de 6 pour une
réalisation (x[1],--- ,x[n]) d'un échantillon, la fonction de 6 :

Lixqeg,- i (0) := [T F(x[11,6) -
i=1

La méthode qui consiste a estimer 6 par la valeur qui maximise
L(xq1], x[n)) (la vraisemblance) s'appelle “méthode du maximum de
vraisemblance”.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Méthode générale - 3

On appelle 6 I'estimateur associé :

0:= {9 t Liqa], o) (9) = sup L(x[l],---,x[n])(e)} :
6c0
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Méthode générale - 3

On appelle 6 I'estimateur associé :

0:= {9 t Liqa], o) (9) = sup L(x[l],---,x[n])(e)} :
6c0

Ceci est un probleme d’'optimisation. On utilise généralement le fait
que si Liy[1],... x[n]) €St dérivable et si L(,[1].... x[s)) @dmet un
maximum global en une valeur, alors la dérivée premiere de
L(x[1], x[n]) S'Y @annule et sa dérivée seconde y est négative.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Méthode générale - 4

Réciproquement, si la dérivée premiere de L(,[1].... x[]) S'@nnule en
O := 0%, et si sa dérivée seconde est négative strictement en 6*,

alors 0" est un point ot L(,[1j,... x[s]) @dmet un maximum local (et
non global). Il est alors nécessaire de vérifier que le maximum est

global.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Méthode générale - 4

Réciproquement, si la dérivée premiere de L(,[1].... x[]) S'@nnule en
O := 0%, et si sa dérivée seconde est négative strictement en 6*,
alors 0" est un point ot L(,[1j,... x[s]) @dmet un maximum local (et
non global). Il est alors nécessaire de vérifier que le maximum est
global.

La vraisemblance étant positive et le logarithme népérien, log,
étant une fonction croissante, il est équivalent et souvent plus
simple de maximiser le logarithme népérien de la vraisemblance (le
produit se transforme en somme, ce qui est plus simple a dériver)
et plus facile a calculer numériquement.
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Exemple introductif
Méthode générale
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Loi de Bernoulli - 1

On suppose que X suit la loi de Bernoulli de parametre p €]0; 1].

On observe n valeurs x[1],--- ,x[n]. Six=0,P(X =x)=1—p

sinon P(X = x) = p. Alors, si g est la proportion d'éléments égaux
1, la vraisemblance est

Lixa] o (P) == (1 — p)"=9)pn9 .
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Exemple introductif
VIéthode gé le
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Loi de Bernoulli - 2

On prend le logarithme népérien et on dérive par rapport a p pour
trouver I'unique point critique qui est

—~

Pn=4q.
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Exemple introd
Méthode gé
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Loi de Bernoulli - 2

On prend le logarithme népérien et on dérive par rapport a p pour
trouver I'unique point critique qui est

Pn=gq.
Or, g= % i_q Xi donc I'estimateur du maximum de

vraisemblance coincide avec celui de la méthode des moments dans
ce cas précis.
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Loi géométrique

On suppose que X suit la loi géométrique de parametre p €]0; 1[.
Alors P,(X = k) = (1 — p)*~!p d'oli la vraisemblance est

X i1— P " " x[i
Lt o) (P Hp(1 -1 _ (1_p> (1= p)Sia



Loi géométrique

On suppose que X suit la loi géométrique de parametre p €]0; 1[.
Alors P,(X = k) = (1 — p)*~!p d'oli la vraisemblance est

P 5 T ox[i
Lixqa), - i (P Hp(l_ (1_p> (1 — p)2i= 1,

On prend le logarithme népérien, on dérive et I'on aboutit a
['unique point critique suivant :

n

P= =i —r7-
i1 X[1]



Loi géométrique

On suppose que X suit la loi géométrique de parametre p €]0; 1[.
Alors P,(X = k) = (1 — p)*~!p d'oli la vraisemblance est

P 5 T ox[i
Lixqa), - i (P Hp(l_ (1_p> (1 — p)2i= 1,

On prend le logarithme népérien, on dérive et I'on aboutit a
['unique point critique suivant :

n

PSSl

Ainsi, a nouveau |'estimateur du maximum de vraisemblance est le
méme que celui de la méthode des moments.



On suppose que X suit la loi uniforme sur [a; b]. On a alors
fx(x) = ﬁ]l[a;b](x). Ainsi, la vraisemblance est

1 |
Lttt (:8) = =5z T L (D)
i=1



On suppose que X suit la loi uniforme sur [a; b]. On a alors
fx(x) = ﬁ]l[a;b](x). Ainsi, la vraisemblance est

1 |
Lttt (:8) = =5z T L (D)
i=1

Pour maximiser, il faut d'abord s'assurer que x[i] € [a; b] pour tout
i € [1;n]. On a donc a, < min(Xy, -, X,) et

max(X1, -+, Xp) < B; Puis, il faut minimiser b — a en respectant
cette contrainte.



On aboutit donc a

a, :=min(Xy, -+, X,) et B;:max(Xl,--~ , Xn) -



On aboutit donc a

a, :=min(Xy, -+, X,) et b, =max(Xy, -, X,).
Cette fois, le maximum de vraisemblance ne correspond pas a la
méthode des moments. On peut vérifier que ces estimateurs ont un
biais mais que leur erreur quadratique moyenne est plus faible que
celle de la méthode des moments.



Loi exponentielle

On suppose que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.
Alors, la vraisemblance est

Lt ) (A) = A" A Lz U T H(x[i]) -
i=1



Loi exponentielle

On suppose que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.
Alors, la vraisemblance est

Lt ) (A) = A" A Lz U T H(x[i]) -
i=1

On prend le logarithme népérien, on dérive et I'on trouve un unique
point critique :

n

M= ST



Loi exponentielle

On suppose que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.
Alors, la vraisemblance est

Lt ) (A) = A" A Lz U T H(x[i]) -
i=1

On prend le logarithme népérien, on dérive et I'on trouve un unique
point critique :

n

M= ST

Ainsi, a nouveau |'estimateur du maximum de vraisemblance est le
méme que celui de la méthode des moments.



Loi normale - 1

On suppose que X suit la loi normale de paramétres m et o2 > 0.
Alors, la vraisemblance est :

Lixfal, - fal) (m; 0%) = (;27) (02>_g exp {_z; Zn:(X[i] - m)2} .

i=1

Apres avoir pris le logarithme népérien et avoir pris les dérivées
partielles, on aboutit a

1 n
r/n\n::fE x[i]
i
et
o 1 n 1 n 2
5. 1 .1 )
7= 13 (il - 3o



Loi normale - 2

Ainsi, les deux estimateurs sont respectivement X, et S,% a savoir
la moyenne d’'échantillon et la variance d’échantillon non corrigée.



Loi normale - 2

Ainsi, les deux estimateurs sont respectivement X, et S,% a savoir
la moyenne d’'échantillon et la variance d’échantillon non corrigée.

Il convient de noter que si I'on suppose m connu, alors I'estimation
de 02 n'est plus biaisée.



Loi d’'Erlang

On suppose que X suit la loi d'Erlang de parameétres r € N* et

A>0.0n suppose r connu. Alors, la densité de probabilité est
fx(x) = )\r(x 1),e*A H(x). La vraisemblance est donc

nrHl(’: X[i]r_l AN X - :
Lt t) = A"y Sy © ”HlH(X[I])-



Loi d’'Erlang

On suppose que X suit la loi d'Erlang de parameétres r € N* et

A>0.0n suppose r connu. Alors, la densité de probabilité est
fx(x) = )\r(x 1),e*A H(x). La vraisemblance est donc

nrHl(’: X[i]r_l AN X - :
Lt t) = A"y Sy © ”HH(X[I])-

Le calcul fournit immédiatement )\,, = 7 ce qui correspond a la
n

méthode des moments.



Loi de Pareto - 1

On suppose que X suit la loi de Pareto de paramétres xo > 0 et
a > 0. On suppose que I'on connait xp. On ne suppose ni a > 1 ni
a>2.0naalors:

—a—1 ,

Lixa), ) (@) = axg <H xi ]) T oo (X1 -
i=1



Loi de Pareto - 1

On suppose que X suit la loi de Pareto de paramétres xo > 0 et
a > 0. On suppose que I'on connait xp. On ne suppose ni a > 1 ni
a>2.0naalors:

—a—1 ,

Lixa), ) (@) = axg <H xi ]) T oo (X1 -
i=1

On prend le logarithme népérien et I'on dérive par rapport a « et
I'on obtient :

0
96 o8 (L(x[u,...,x[n])(a)) ="+ nlog(xo) Z log(x[i]) -



Loi de Pareto - 2

Ainsi, I'estimateur associé est

_ 1 .
T Iy og (A1)




Loi de Pareto - 2

Ainsi, I'estimateur associé est
. 1
1 x[I1\ °
137 log ()

Si on ne connait pas xg, on |'estime naturellement par

—

o) i= min (X, -+, X;)
et de fait
@ = :
T oe (i)




Exemple introd
Méthode gé
Méthode du maximum de vraisemblance Exemples

Loi de Pareto - 3

Ainsi, on pouvait définir I'estimateur du maximum de
vraisemblance sans hypothése supplémentaire ; contrairement a la
méthode des moments.

Julian Tugaut Statistiques



Loi de Cauchy - 1

On trouve ici une vraisemblance égale a

1 b"
L == .
ot A () = T (2 i o)

Dérivons la log-vraisemblance par rapport a b :

]
8b|°g((x{1]wwx[”])( b) =% zbzlﬁ x[]—a)



Loi de Cauchy - 2

On dérive maintenant par rapport a a :

0 X
52108 (Lixqay a2 5)) = 22 [ [j[] pER

Le calcul explicite nécessite d' utlllser les outils numériques pour
trouver ag et by sat|sfa|sant S log (L(Xm x[n) (@0, bo)) =0et

25 18 (Lixt, - et (20 bO)) =0
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