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Idée globale

Idée globale

L'objet du présent chapitre est de présenter la fonction
caractéristique d'une variable aléatoire, ou plutét d’'une mesure de
probabilité d'une variable aléatoire.
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Idée globale

Idée globale

L'objet du présent chapitre est de présenter la fonction
caractéristique d'une variable aléatoire, ou plutét d’'une mesure de
probabilité d'une variable aléatoire.

Il s’agit de la transformée de Fourier d’une loi. Celle-ci est
essentielle en traitement du signal car elle permet une analyse
fréquentielle plutot qu’une analyse temporelle. Dit autrement, cela
consiste a appliquer une transformation pour se placer dans un
nouvel espace afin d'adopter un nouveau point de vue.
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Idée globale

Idée globale

L'objet du présent chapitre est de présenter la fonction
caractéristique d'une variable aléatoire, ou plutét d’'une mesure de
probabilité d'une variable aléatoire.

Il s’agit de la transformée de Fourier d’une loi. Celle-ci est
essentielle en traitement du signal car elle permet une analyse
fréquentielle plutot qu’une analyse temporelle. Dit autrement, cela
consiste a appliquer une transformation pour se placer dans un
nouvel espace afin d'adopter un nouveau point de vue.

Dans tout ce chapitre, X est une variable aléatoire réelle. On ne
présuppose pas qu'elle soit discrete ni qu’elle soit a densité.
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Définition et calculs

Définition

Définition
La fonction caractéristique de la variable aléatoire X est la fonction
px de la variable réelle a valeurs complexes définie par

ox(u) :=E (ei“X) .
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Définition et calculs

Définition

Définition
La fonction caractéristique de la variable aléatoire X est la fonction
px de la variable réelle a valeurs complexes définie par

ox(u) :=E (ei“X) .

Il s'agit en fait de la transformée de Fourier inverse de la
distribution associée a X, Px. On admet |'existence de cette
fonction.
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Définition et calculs

Cas discret

Proposition

Si la variable aléatoire X est discréte, on peut écrire

ox(u) = Z ei”X"IP’(X = Xx) ,
kel

ol {xx, k € I} est I'ensemble des réalisations possibles de X.
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Définition et calculs

Cas discret

Proposition

Si la variable aléatoire X est discréte, on peut écrire

= Z ei”X"IP’(X = Xx) ,

kel

ol {xx, k € I} est I'ensemble des réalisations possibles de X.

Il s'agit de la transformée de Fourier inverse de la distribution

ZP —Xk

kel
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Définition et calculs

Cas a densité

Proposition

Supposons que la variable aléatoire X admet une densité fx. On a
alors

ch(u):/]Rei”XfX(x)dx.
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Définition et calculs

Cas a densité

Proposition

Supposons que la variable aléatoire X admet une densité fx. On a
alors

ch(u):/]Rei”Xfx(x)dx.

Il s'agit de la transformée de Fourier inverse de la distribution
réguliere associée a la fonction fx.
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Propriétés de régularité

Continuité et bornitude

Théoreme

Soit X une variable aléatoire réelle. On la suppose discréte ou a
densité. Alors la fonction caractéristique de X, px, est bornée de
module inférieur a 1, continue et de plus px(0) = 1.

Julian Tugaut Probabilités



Propriétés de régularité

Continuité et bornitude

Théoreme

Soit X une variable aléatoire réelle. On la suppose discréte ou a
densité. Alors la fonction caractéristique de X, px, est bornée de
module inférieur a 1, continue et de plus px(0) = 1.

Si X est a densité.
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Propriétés de régularité

Continuité et bornitude

Théoreme

Soit X une variable aléatoire réelle. On la suppose discréte ou a
densité. Alors la fonction caractéristique de X, px, est bornée de
module inférieur a 1, continue et de plus px(0) = 1.

Si X est a densité.

Si X est discréte.
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Propriétés de régularité

Dérivabilité - 1

Théoreme
Soit X une variable aléatoire réelle admettant des moments jusqu’a
I'ordre m, c'est-a-dire telle que max E {\X\k} < o00.0Onla

1<k<m
suppose discréte ou a densité. La fonction caractéristique associée,
@x, est alors de classe C™ et de plus, pour tout k € [1; m], on a
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Propriétés de régularité

Dérivabilité - 1

Théoreme
Soit X une variable aléatoire réelle admettant des moments jusqu’a
I'ordre m, c'est-a-dire telle que max E {\X\k} < o00.0Onla

1<k<m
suppose discréte ou a densité. La fonction caractéristique associée,
@x, est alors de classe C™ et de plus, pour tout k € [1; m], on a

dk

Wgox(u) = ikE [Xkei”x] .
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Propriétés de régularité

Dérivabilité - 2

Une application immédiate du Théoreme est |'utilisation de la
fonction caractéristique pour calculer les moments d'une variable
aléatoire réelle. En effet, si les quantités suivantes ont un sens, il
vient
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Propriétés de régularité

Dérivabilité - 2

Une application immédiate du Théoreme est |'utilisation de la
fonction caractéristique pour calculer les moments d'une variable
aléatoire réelle. En effet, si les quantités suivantes ont un sens, il

vient
¢ (0) = iE[X]
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Propriétés de régularité

Dérivabilité - 2

Une application immédiate du Théoreme est |'utilisation de la
fonction caractéristique pour calculer les moments d'une variable
aléatoire réelle. En effet, si les quantités suivantes ont un sens, il

vient
¢ (0) = iE[X]

ainsi que
¥x(0) = —E[X?].
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Propriétés de régularité

Dérivabilité - 2

Une application immédiate du Théoreme est |'utilisation de la
fonction caractéristique pour calculer les moments d'une variable
aléatoire réelle. En effet, si les quantités suivantes ont un sens, il
vient

2x(0) = iE[X]

ainsi que
¥x(0) = —E[X?].

Il en découle Var(X) = —¢/%(0) + (£ (0))>.

Julian Tugaut Probabilités



@ Fonctions caractéristiques des lois usuelles
@ Loi de Bernoulli
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Loi uniforme
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Loi normale centrée réduite

Loi normale quelconque
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Loi de Bernoulli

Loi binomiale

Loi de Poisson

Loi uniforme
Fonctions caractéristiques des lois usuelles i

Loi de Bernoulli

On suppose que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p
c'est-a-dire que I'on a Px;, = (1 — p)do + pd1. La fonction
caractéristique associée est donc
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Loi de Bernoulli
Loi binomiale
Loi de Poisson
Loi unifori
Fonctions caractéristiques des lois usuelles X

Loi de Bernoulli

On suppose que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p
c'est-a-dire que I'on a Px;, = (1 — p)do + pd1. La fonction
caractéristique associée est donc

prl(u) _ E[eiqu] — (1 _ p)eiu><0 + peiu><1 _ ( o P) + peiu_
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Loi binomiale

On suppose que X5 suit la loi binomiale de parameétres n et p
c'est-a-dire que l'on a

Px, = i (Z) pH(1—p)" ok



Loi binomiale

On suppose que X5 suit la loi binomiale de parameétres n et p
c'est-a-dire que l'on a

n n -
]P)X2 = Z (k) pk(]. — p)n k(Sk .
k=0
Le calcul de la fonction caractéristique donne donc

pal) = > <k> pH(1 — ) etk = 3 <k> (pe™)" (1~ p)*

k=0 k=0
— ((1 —p)+ pe'”)n = ox,(u) = (px ()" .



Loi de Bernoulli
Loi binomiale
Loi de Poisson
Loi uniforme
Fonctions caractéristiques des lois usuelles Loi exponent
Loi normal ré duite
Loi normale quelconque

Loi de Poisson

On suppose que X3 suit la loi de Poisson de parameétre A > 0

c'est-a-dire que lI'on a

o0 )\n
—e

n! n
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Loi de B

Loi binomiale

Loi de Poisson

Loi u
Fonctions caractéristiques des lois usuelles i

Loi de Poisson

On suppose que X3 suit la loi de Poisson de parameétre A > 0
c'est-a-dire que lI'on a

(o] )\n \
IPX3 == Z ﬁe 5,«, .
n=0
On peut facilement montrer :
SOX3(U) _ e)\(e 71) )

Julian Tugaut Probabilités



Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi uniforme

Ici, Xg est une variable aléatoire réelle qui suit la loi uniforme sur
I'intervalle [a; b] (a < b) c'est-a-dire que I'on a

1
fxs(x) = E]l[a;b](x)'

Le calcul nous donne alors
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Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi uniforme

Ici, Xg est une variable aléatoire réelle qui suit la loi uniforme sur
I'intervalle [a; b] (a < b) c'est-a-dire que I'on a
1
o (x) = 5= L) (%) -

Le calcul nous donne alors
1 b y 1 eiub _ eiua
pr— ! Xd pr—
20 b—a/a e
si u#0etpx(0)=1.
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Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi uniforme

Ici, Xg est une variable aléatoire réelle qui suit la loi uniforme sur
I'intervalle [a; b] (a < b) c'est-a-dire que I'on a
1
o (x) = 5= L) (%) -

Le calcul nous donne alors

()_ 1 /beiuxdx_ ]'
P\ = . “b—a

elub —_ elua

si u# 0 et px;(0) = 1. En particulier, si on considére la loi
uniforme sur l'intervalle [—a; a] avec a > 0, il vient
sin(ua)
pale) ==
pour u # 0.

Julian Tugaut Probabilités



Loi de B

Loi binomr

Loi de Poisson

Loi uniforme
Fonctions caractéristiques des lois usuelles Loi exponentielle

Loi normale ce

Loi normale

Loi exponentielle

Ici, la variable aléatoire Xg suit la loi exponentielle de parameétre
A > 0. En d'autres termes, on a

fxo (x) = )‘e_/\x]l[o;-i-OO[(X)'

On procede maintenant au calcul :
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Loi de B

Loi binomr

Loi de Poisson

Loi uniforme
Fonctions caractéristiques des lois usuelles Loi exponentielle

Loi normale ce

Loi normale

Loi exponentielle

Ici, la variable aléatoire Xg suit la loi exponentielle de parameétre
A > 0. En d'autres termes, on a

fxo (x) = )‘e_/\x]l[o;-i-OO[(X)'

On procede maintenant au calcul :

Sl A
iux ,—Ax
cpxg(u)f)\/o e e Mdx = P
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Loi de B
Loi binomr
Loi de Poisson
Loi uniforme
Fonctions caractéristiques des lois usuelles Loi exponer
Loi normale centrée réduite
Loi normale quelconque

Loi normale centrée réduite

Ici, on se donne une variable aléatoire réelle X1g9 qui suit la loi
normale centrée réduite c'est-a-dire que I'on a

1
leo(X):\/ge

N
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Loi de B
Loi binomr
Loi de Poisson
Loi uniforme
Fonctions caractéristiques des lois usuelles Loi exponer
Loi normale centrée réduite
Loi normale quelconque

Loi normale centrée réduite

Ici, on se donne une variable aléatoire réelle X1g9 qui suit la loi
normale centrée réduite c'est-a-dire que I'on a

1
leo (X) = e

N

N

Alors :

2
90X10(U) =e 2
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Loi normale quelconque

Soit X171 une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres
m et 02 avec o > 0. Alors, il existe Xig suivant la loi normale
centrée réduite telle que X311 = m+ 0 Xjg. Il s’ensuit



Loi normale quelconque

Soit X171 une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres
m et 02 avec o > 0. Alors, il existe Xig suivant la loi normale
centrée réduite telle que X311 = m+ 0 Xjg. Il s’ensuit

90X11(u) =E [exp (iuX11)]
=E [exp (ium + iuo X19)]

:eiumSDXm ( UU)

—exp [ ium — O—Zuz



Loi normale quelconque

Soit X171 une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres
m et 02 avec o > 0. Alors, il existe Xig suivant la loi normale
centrée réduite telle que X311 = m+ 0 Xjg. Il s’ensuit

90X11(u) =E [exp (iuX11)]
=E [exp (ium + iuo X19)]

:eiumSDXm ( UU)

—exp [ ium — O—Zuz

Remarque

Il est important de remarquer que la variance est au dénominateur
dans le cas de la densité de probabilité mais elle est au numérateur
dans le cas de la fonction caractéristique. Ceci est a rapprocher du
principe d'Heisenberg.
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Résultats importants

Caractérisation de la loi

Théoreme
Soient deux variables aléatoires réelles X; et X5. On suppose que
I'on a

X1 = PX; -
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Résultats importants

Caractérisation de la loi

Théoreme

Soient deux variables aléatoires réelles X; et X5. On suppose que
I'on a
X1 = PX; -

Alors, les variables aléatoires réelles X; et X5 suivent la méme loi.
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Résultats importants

Fonction caractéristique de la somme - 1

Théoreme

Soient deux variables aléatoires réelles X et Y. On suppose que X
et Y sont indépendantes. On a alors
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Résultats importants

Fonction caractéristique de la somme - 1

Théoreme

Soient deux variables aléatoires réelles X et Y. On suppose que X
et Y sont indépendantes. On a alors

ox+v(u) = ox(u)py(u),

pour tout u € R.
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Résultats importants

Fonction caractéristique de la somme - 2

Soient deux fonctions positives f et g. On note fet g les
transformées de Fourier respectives de f et g. Alors, si x désigne le
produit de convolution, il vient f x g = f X g.

Julian Tugaut Probabilités



Résultats importants

Fonction caractéristique de la somme - 2

Rappel

Soient deux fonctions positives f et g. On note fet g les
transformées de Fourier respectives de f et g. Alors, si x désigne le
produit de convolution, il vient f x g = f X g.

Théoreme

Soient deux variables aléatoires réelles X et Y. On suppose qu’elles
sont indépendantes. Alors, on a

]Px+y :Px*Py.

.
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Résultats importants

Théoreme d'injectivité - 1

Théoreme

Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose que sa fonction
caractéristique px est intégrable au sens de Lebesgue. Alors X est
une variable a densité et sa densité est donnée par la formule
suivante
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Résultats importants

Théoreme d'injectivité - 1

Théoreme

Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose que sa fonction
caractéristique px est intégrable au sens de Lebesgue. Alors X est
une variable a densité et sa densité est donnée par la formule
suivante

1 .
fx(x) = E/Rgpx(u)ef'xudu.
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Résultats importants

Théoreme d'injectivité - 1

Théoreme

Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose que sa fonction
caractéristique px est intégrable au sens de Lebesgue. Alors X est
une variable a densité et sa densité est donnée par la formule
suivante

1 .
fx(x) = E/Rgpx(u)ef'xudu.

La preuve est omise.
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Théoreme d'injectivité - 2

Soit X une variable aléatoire réelle qui suit la loi normale centrée
et réduite. Sa fonction caractéristique @x est intégrable au sens de

u2
Lebesgue vu que px(u) = e~z = 2rfx(u).




Théoreme d'injectivité - 2

Soit X une variable aléatoire réelle qui suit la loi normale centrée
et réduite. Sa fonction caractéristique @x est intégrable au sens de
u2
Lebesgue vu que px(u) = e~z = /2nfx(u). Et comme @x est
réelle ainsi que paire, on en déduit bien
o [ ext@eu= o~ [ oxu)eau
27 JR 2m Jr

1 .
=— [ £ e™d
V2T /R x(u) y
1

\/gsﬁx(x)
= fx(X) .




Résultats importants

Théoreme d'injectivité - 3

Contre-exemple

La fonction caractéristique wx peut ne pas étre intégrable bien que
X est a densité. C'est le cas de la loi exponentielle de
parametre A > 0.
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Résultats importants

Théoreme d'injectivité - 3

Contre-exemple

La fonction caractéristique wx peut ne pas étre intégrable bien que
X est a densité. C'est le cas de la loi exponentielle de

parametre A > 0.

Le contre-exemple précédent nous indique donc que les hypotheses
du Théoreme d'injectivité sont suffisantes sans pour autant étre
nécessaires.
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Résultats importants

Théoreme d'injectivité - 3

Contre-exemple

La fonction caractéristique wx peut ne pas étre intégrable bien que
X est a densité. C'est le cas de la loi exponentielle de
parametre A > 0.

Le contre-exemple précédent nous indique donc que les hypotheses
du Théoreme d'injectivité sont suffisantes sans pour autant étre
nécessaires.

En fait, on peut aller plus loin, en faisant usage de la valeur
principale de Cauchy.
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