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Introduction

Introduction

Dans cette section, on regarde les grandeurs habituelles des
variables aléatoires réelles a densité. Les concepts sont tres
similaires a ceux présentés dans le cas des variables aléatoires

réelles discretes
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Définition

Définition

Soit une variable aléatoire réelle 3 densité X. Soit fx la densité de
probabilité de la variable aléatoire réelle X. On dit que X admet
une espérance si l'on a

/M&ww<m.
R
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Espérance

Inégalité de Markov

Définition

Définition

Soit une variable aléatoire réelle 3 densité X. Soit fx la densité de
probabilité de la variable aléatoire réelle X. On dit que X admet
une espérance si l'on a

/M&ww<m.
R
Dans ce cas, |'espérance de X est égale a

E[X] ZZ/RXfX(X)dX-
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Espérance

De l'intérét de I'hypothese

Remarque

On doit supposer la finitude de la quantité [ |x|fx(x)dx sans quoi
I'espérance n'a pas de sens du point de vue de la convergence dans
L!. Par exemple, si I'on considére une variable aléatoire X suivant
une loi de Cauchy c'est-a-dire telle que fx(x) = %Tlﬂ alors

1 X 1 7 . .
Jr %mdx ne converge pas et I'on en déduit que la variable

aléatoire X n'admet pas d'espérance.
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Espérance

Loi uniforme

Soit X une variable aléatoire réelle a densité de loi uniforme sur
I'intervalle [0; 1], Ujp,1j- Ici, on a fx(x) = 1g.1)(x). Calculons
I'espérance de X :

E[X] = /R el
= /1 xdx
10
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Définition
Pro

Inégalité de Markov

Espérance

Formule de transfert - 1

Théoreme

Supposons que X soit une variable aléatoire réelle continue de
densité de probabilité fx. Alors, on a

a condition que I'intégrale [ |¢)(x)| fx(x)dx converge.
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Définition
Propriétés
Inéga de Markov

Espérance

Formule de transfert - 1

Théoreme

Supposons que X soit une variable aléatoire réelle continue de
densité de probabilité fx. Alors, on a

E[p(X)] = /R () i (x)dx

a condition que I'intégrale [ |¢)(x)| fx(x)dx converge.
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Définition
Pro

Inégalité de Markov

Espérance

Formule de transfert - 2

Exemple : Moment a I'ordre n

Soit n € N*. Prenons g,(x) := x". On peut alors calculer, si elle
existe, la quantité

E[X"] = /R X"fi(x)dx .

Cette quantité est appelée “moment d'ordre n de la variable
aléatoire réelle X".
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Formule de transfert - 2

Exemple : Moment a I'ordre n

Soit n € N*. Prenons g,(x) := x". On peut alors calculer, si elle
existe, la quantité

E[X"] = /R X"fi(x)dx .

Cette quantité est appelée “moment d'ordre n de la variable
aléatoire réelle X".

Soit n > 1. Soit X une variable aléatoire réelle a densité dont la loi
de probabilité est la loi uniforme sur I'intervalle [0; 1], Uo.]-
Calculer le moment d'ordre n de X.

v
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Linéarité de |'espérance

Théoreme

Soient n variables aléatoires réelles Xi,- - - , X,, définies sur un
méme espace fondamental  muni d'une probabilité P. Soient
Ao, A1, ¢, Ap des réels. On a alors

E[Xo+ MXi+ -4+ A Xn] = Xo + ME[Xq] + - - - + AE[X)] -
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Espérance d'une variable aléatoire réelle positive

Soit une variable aléatoire réelle X qui a toutes ses réalisations
possibles positives. Alors son espérance est positive.

X >0=E[X] >0.
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Définition
Propriétés
Inéga de Markov

Espérance

Espérance d'une variable aléatoire réelle positive

Soit une variable aléatoire réelle X qui a toutes ses réalisations
possibles positives. Alors son espérance est positive.

X >0=E[X] >0.

Si X est a densité et si X > 0, alors Fx(0) =0 et donc Fx(t) =0
pour tout t < 0 d'ou la densité fx est nulle sur | — oo; 0[. Ainsi, on
a

E[X] = /Ooo st = 0.

en utilisant la positivité de I'intégrale d'une fonction positive sur un
intervalle.

v
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Espérance d'une variable aléatoire réelle négative

Soit une variable aléatoire réelle X qui a toutes ses réalisations
possibles négatives. Alors son espérance est négative.

X <0= E[X]<0.
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Espérance d'une variable aléatoire réelle négative

Soit une variable aléatoire réelle X qui a toutes ses réalisations
possibles négatives. Alors son espérance est négative.

X <0= E[X]<0.

—X est positive donc son espérance est positive. Or,
E[X] = —E[—X] < 0 d'aprés la linéarité de I'espérance.
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Définition
Prop S
Inégalité de Markov

Espérance

Espérance d'un produit (avec indépendance) - 1

Proposition

Soient n variables aléatoires réelles Xy, --- , X, définies sur un
méme espace fondamental Q muni d'une probabilité IP. Supposons
que les n variables aléatoires réelles sont mutuellement
indépendantes. On suppose également que chacune de ces
variables aléatoires réelles admet une espérance. Alors, la variable
aléatoire réelle X7 x --- x X, admet une espérance et de plus :
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Espérance d'un produit (avec indépendance) - 1

Proposition

Soient n variables aléatoires réelles Xy, --- , X, définies sur un
méme espace fondamental Q muni d'une probabilité IP. Supposons
que les n variables aléatoires réelles sont mutuellement
indépendantes. On suppose également que chacune de ces
variables aléatoires réelles admet une espérance. Alors, la variable
aléatoire réelle X7 x --- x X, admet une espérance et de plus :

E[X1 x - x X;] = E[Xq] x -+ x E[X] .

Julian Tugaut Probabilités



Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Espérance d'un produit (avec indépendance) - 2

Théoreme

Soient n variables aléatoires réelles Xy, - - , X, définies sur un
méme espace fondamental  muni d'une probabilité P. Supposons
que les n variables aléatoires réelles sont mutuellement

indépendantes. Soient n fonctions bornées f1,--- , f,. Alors, la
variable aléatoire réelle f1(X1) x -+ X f,(X,) admet une espérance
et de plus :
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Espérance d'un produit (avec indépendance) - 2

Théoreme

Soient n variables aléatoires réelles Xy, - - , X, définies sur un
méme espace fondamental  muni d'une probabilité P. Supposons
que les n variables aléatoires réelles sont mutuellement

indépendantes. Soient n fonctions bornées f1,--- , f,. Alors, la
variable aléatoire réelle f1(X1) x -+ X f,(X,) admet une espérance
et de plus :

E[A(X1) x -+ X fo(Xn)] = E[A(X1)] X - -+ X E[f(X5)] -
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Inégalité de Markov

Théoreme

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental Q muni d’'une probabilité IP. Supposons qu'elle
admette une espérance finie c’est-a-dire que I'on ait E[|X|] < oco.
Alors, pour tout R >0, on a
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Inégalité de Markov

Théoreme

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental Q muni d’'une probabilité IP. Supposons qu'elle
admette une espérance finie c’est-a-dire que I'on ait E[|X|] < oco.
Alors, pour tout R >0, on a

E[|X]]
R

P(IX] = R) <
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Variable aléatoire réelle centrée

Définition
On dit qu’une variable aléatoire réelle X a densité est centrée
lorsque son espérance mathématique est nulle.
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Définition
Propriétés
Inégalité de Markov

Espérance

Variable aléatoire réelle centrée

Définition
On dit qu’une variable aléatoire réelle X a densité est centrée
lorsque son espérance mathématique est nulle.

Centrer une variable aléatoire réelle X, c'est lui retrancher son
espérance, c'est-a-dire considérer la variable aléatoire réelle
X —E[X].
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Définitions

In té de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart»type

Variable aléatoire réelle réduite

Variance

Défi

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental €2 muni d'une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance. Alors, par définition, la variance de la variable
aléatoire réelle X est
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Définitions
E ité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type
Variable aléatoire réelle réduite

Variance

Défi

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental €2 muni d'une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance. Alors, par définition, la variance de la variable
aléatoire réelle X est

o?(X) = Var (X) :== E{(X — E[X])’} .
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Définitions
E Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Propriétés
Variable aléatoire réelle réduite

Variance

Dé

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental €2 muni d'une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance. Alors, par définition, la variance de la variable
aléatoire réelle X est

o?(X) = Var (X) :== E{(X — E[X])’} .

Cette quantité est toujours définie mais elle peut éventuellement
étre égale a I'infini. Si elle est finie, on dit que la variance de X est
finie. D'apres la positivité de I'espérance d'une variable aléatoire
réelle positive, on en déduit que Var(X) est positive.
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Définitions
ité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type

Ecart-type

Définition

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental 2 muni d'une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance. Alors, par définition, I'écart-type de la variable
aléatoire réelle X est

o(X) := y/Var (X) = \/IE {(x -EX))?*}.
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Définitions
ité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type

Ecart-type

Définition

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental 2 muni d'une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance. Alors, par définition, I'écart-type de la variable
aléatoire réelle X est

o(X) := y/Var (X) = \/IE {(x -EX))?*}.

La variance et I'écart-type sont des indicateurs de la dispersion de
la loi de X autour de son espérance.
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Définitions
: In ité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type
|éatoire réelle réduite

Exercice

Soit une variable aléatoire réelle a densité X définie sur un espace
fondamental 2 muni d'une probabilité P. On suppose que X suit la
loi de Laplace c’est-a-dire que sa densité fx est :

1
fx(x) = Eefl)('.

Calculer la variance de X.
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Définitions
é de Bienaymé-Tchebychev

Variance, Ecart»type

Calcul alternatif de la variance

Proposition

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental €2 muni d'une probabilité . On suppose que X admet
une espérance ainsi qu'une variance finie. Alors, E[X?] est finie et

de plus
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Définitions
: Iné é de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Pro

Variable aléatoire réelle réduite

Calcul alternatif de la variance

Proposition

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental €2 muni d'une probabilité . On suppose que X admet
une espérance ainsi qu'une variance finie. Alors, E[X?] est finie et

de plus
Var (X) = E[X?] — E[X]?.
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Définitions
: ité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type
|éatoire réelle réduite

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev - 1

Théoreme

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental Q muni d’une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance ainsi qu'une variance finie. Alors, pour tout t > 0,
on a l'inégalité
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Définitions
: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Propriétés
Variable aléatoire réelle réduite

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev - 1

Théoreme

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental Q muni d’une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance ainsi qu'une variance finie. Alors, pour tout t > 0,
on a l'inégalité

P(X ~EIX] > ) < Vo)
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Définitions
: ité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type
|éatoire réelle réduite

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev - 2

Théoreme

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental Q muni d'une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance ainsi qu'une variance finie. Alors, pour tout s > 0,
on a l'inégalité
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Définitions
E Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Propriétés
Variable aléatoire réelle réduite

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev - 2

Théoreme

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental Q muni d'une probabilité P. On suppose que X admet
une espérance ainsi qu'une variance finie. Alors, pour tout s > 0,
on a l'inégalité

P (yx _E[X]| > sy/Var (X)) < siz .
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Définitions
E Inég: de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Propriétés
Variable aléatoire réelle réduite

Calcul de Var [aX] avec a € R

En utilisant les diverses hypotheses sur |'espérance, comme dans le
cas discret, on a
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Définitions
E Inég: de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Propriétés
Variable aléatoire réelle réduite

Calcul de Var [aX] avec a € R

En utilisant les diverses hypotheses sur |'espérance, comme dans le
cas discret, on a

Var[aX] = a*Var[X] et \/Var[aX] = |a|\/Var[X].
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Définitions
E de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type
Variable aléatoire réelle réduite

Variance de la somme

Soient deux variables aléatoires réelles X et Y définies sur un
méme espace fondamental Q muni d'une probabilité IP. Alors, on a :
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Variance, Ecart»type

Variance de la somme

Soient deux variables aléatoires réelles X et Y définies sur un
méme espace fondamental Q muni d'une probabilité IP. Alors, on a :

Var [X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] .
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: e Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type
Variable aléatoire réelle réduite

Covariance

Définition
On appelle covariance de X et Y, et I'on note Cov (X, Y) la
quantité

Cov (X, Y) == E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] .
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e Bienaymé-Tchebychev

Variance, Ecart»type

Variable aléatoire réelle réduite

Covariance

Définition
On appelle covariance de X et Y, et I'on note Cov (X, Y) la
quantité

Cov (X, Y) == E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] .

Remarque
On peut observer : Cov (X, X) = Var[X].
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e Bienaymé-Tchebychev

Variance, Ecart»type

Variable aléatoire réelle réduite

Covariance

Définition

On appelle covariance de X et Y, et I'on note Cov (X, Y) la
quantité

Cov (X, Y) == E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] .

Remarque
On peut observer : Cov (X, X) = Var[X].

Ainsi,

Var [X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov (X, Y) .
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Définitions

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart»type Propriétés

Variable aléatoire réelle réduite

Variance de la somme (avec indépendance)

Théoreme

Soient n variables aléatoires réelles Xy, - - , X, définies sur un
méme univers Q muni d'une probabilité P. On suppose que les n
variables aléatoires réelles admettent une espérance et une variance
finie. On suppose également qu'elles sont indépendantes deux a
deux. Alors, la variance de leur somme est égale a la somme de
leurs variances :
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Définitions

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart»type Propriétés

Variable aléatoire réelle réduite

Variance de la somme (avec indépendance)

Théoreme

Soient n variables aléatoires réelles Xy, - - , X, définies sur un
méme univers Q muni d'une probabilité P. On suppose que les n
variables aléatoires réelles admettent une espérance et une variance
finie. On suppose également qu'elles sont indépendantes deux a
deux. Alors, la variance de leur somme est égale a la somme de
leurs variances :

Var [Xi + - + X,] = Var[Xq] + - - - + Var[X,] .
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Définitions
E de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type
Variable aléatoire réelle réduite

Variance de la translatée

Proposition

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental €2 muni d'une probabilité . On suppose que X admet
une espérance ainsi qu'une variance finie. Soit a € R. Alors, on a
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Définitions
: Inég: de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Propriétés
Variable aléatoire réelle réduite

Variance de la translatée

Proposition

Soit une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
fondamental €2 muni d'une probabilité . On suppose que X admet
une espérance ainsi qu'une variance finie. Soit a € R. Alors, on a

Var [X + a] = Var[X].

Julian Tugaut Probabilités



Définitions
: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Prop 3
Variable aléatoire réelle réduite

Variable aléatoire réelle réduite

Définition

On dit qu'une variable aléatoire réelle X est réduite lorsque sa
variance est égale a 1. Ainsi, réduire une variable aléatoire réelle
consiste a la diviser par son écart-type.
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Définitions
: Inég: de Bienaymé-Tchebychev
Variance, Ecart-type Prop
Variable aléatoire réelle réduite

Variable aléatoire réelle réduite

Définition

On dit qu'une variable aléatoire réelle X est réduite lorsque sa
variance est égale a 1. Ainsi, réduire une variable aléatoire réelle
consiste a la diviser par son écart-type.

Ainsi, une variable aléatoire réelle X est dite centrée, réduite si I'on
a E[X] = 0 et Var[X] = 1. Soit une variable aléatoire réelle X
définie sur un espace fondamental 2 muni d'une probabilité P. On
suppose que X a une espérance et admet une variance finie. Alors,
la variable aléatoire réelle

_ X-E[X]
T /Var[X]
est centrée et réduite.
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@ Mélange de variables discretes et a densité



Mélanges

On peut se demander ce qu'il se passe lorsque I'on considere des
variables aléatoires discretes et des variables aléatoires a densité
ensemble. Par exemple, quelle est I'espérance de la somme d'une
variable aléatoire réelle a densité et d’'une variable aléatoire

discrete ? Et I'espérance du produit si elles sont indépendantes ?



Mélanges

On peut se demander ce qu'il se passe lorsque I'on considere des
variables aléatoires discretes et des variables aléatoires a densité
ensemble. Par exemple, quelle est I'espérance de la somme d'une
variable aléatoire réelle a densité et d’'une variable aléatoire

discrete ? Et I'espérance du produit si elles sont indépendantes ?

Tout est similaire. Ainsi,
E[X + Y] = E[X] + E[Y],

quelle que soit la nature des variables aléatoires.



Mélanges

On peut se demander ce qu'il se passe lorsque I'on considere des
variables aléatoires discretes et des variables aléatoires a densité
ensemble. Par exemple, quelle est I'espérance de la somme d'une
variable aléatoire réelle a densité et d’'une variable aléatoire

discrete ? Et I'espérance du produit si elles sont indépendantes ?

Tout est similaire. Ainsi,

E[X + Y] = E[X] + E[Y],

quelle que soit la nature des variables aléatoires. De méme, si X
est indépendante de Y/, alors I'espérance du produit est le produit
des espérances. De fait, la variance de la somme est aussi la
somme des variances.



Mélanges

On peut se demander ce qu'il se passe lorsque I'on considere des
variables aléatoires discretes et des variables aléatoires a densité
ensemble. Par exemple, quelle est I'espérance de la somme d'une
variable aléatoire réelle a densité et d’'une variable aléatoire

discrete ? Et I'espérance du produit si elles sont indépendantes ?

Tout est similaire. Ainsi,

E[X + Y] = E[X] + E[Y],

quelle que soit la nature des variables aléatoires. De méme, si X
est indépendante de Y/, alors I'espérance du produit est le produit
des espérances. De fait, la variance de la somme est aussi la
somme des variances.

Il convient de garder a |'esprit qu'au moyen de la théorie de la
mesure, les deux grandes familles de variables aléatoires ne sont
pas si différentes qu'il n'y parait.
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