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Probabilité conditionnelle

Notion de probabilité conditionnelle - 1

Soient A et B deux événements associés a une méme expérience
aléatoire e. On note € I'espace fondamental associé. On suppose
P(A) # 0.
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Notion de probabilité conditionnelle - 1

Soient A et B deux événements associés a une méme expérience
aléatoire e. On note € I'espace fondamental associé. On suppose

P(A) # 0.

La probabilité conditionnelle de B par rapport a I'événement A est
la probabilité que B soit réalisé lorsque I'on sait que A est réalisé.
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Probabilité conditionnelle

Notion de probabilité conditionnelle - 1

Soient A et B deux événements associés a une méme expérience
aléatoire e. On note € I'espace fondamental associé. On suppose
P(A) # 0.

La probabilité conditionnelle de B par rapport a I'événement A est
la probabilité que B soit réalisé lorsque I'on sait que A est réalisé.

La probabilité conditionnelle de B en sachant A est notée P4(B)
ou P(B| A). On préfere la seconde notation. En effet, par la suite,
Px représentera la loi de probabilité de toute variable aléatoire X.
Néanmoins, si aucune confusion n’est possible, on s'autorisera de
temps en temps la premiere notation.
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Notion de probabilité conditionnelle - 2

On jette un dé. Soient les évenements A :="on obtient une face
paire” et B :="on obtient une face supérieure ou égale a trois".
L'univers Q = {w1, w2, w3, wa,ws,ws } est muni de |'équiprobabilité.
Ici, A = {w2,ws,we} d'oti P(A) = 2 = 1. Et, B = {ws3,ws, ws, we}
d'ot P(B) = £ = 3. Puis, AN B = {ws,we} d'ol
PANB)=2=1
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Notion de probabilité conditionnelle - 3

On jette le dé. Supposons que |I'on sache que I'on a obtenu une
face paire. (Pour ce faire, il suffit de relancer le dé jusqu'a ce que
la face obtenue soit paire.) Quelle est la probabilité qu'on obtienne
une face supérieure ou égale a trois? Dans notre exemple, |'univers
est A et la probabilité que B soit réalisé est donc la probabilité que
AN B soit réalisé pour I'univers A muni de I'équiprobabilité
associée P4 avec Pa(wz) = Pa(ws) = Pa(ws) = % Il vient ainsi
Pa(ANB) = #5058 =

P(B|A) =200,

—*. Conséquemment, on a

W“\)
Il
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.y - Notion de probabilité conditionnelle
Probabilité conditionnelle P = PP
Définition et premieres propriétés
Théoreme de Bayes

Définition

Soit A un événement de probabilité P(A) non nulle. On définit
I'application P(. | A) qui, a tout évenement B fait correspondre le
nombre
P(ANB)

P(A)

On commence par établir le résultat suivant :

P(B|A) =
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Probabilité conditionnelle

Définition

Soit A un événement de probabilité P(A) non nulle. On définit

I'application P(. | A) qui, a tout évenement B fait correspondre le

nombre
P(ANB)

P(A)

On commence par établir le résultat suivant :

P(B|A) =

Théoreme

P(. | A) est une probabilité sur Q.
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Remarque

Tous les résultats portant sur les probabilités peuvent donc
s'appliquer a I'application B +— P (B | A). Notamment :
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Remarque

Tous les résultats portant sur les probabilités peuvent donc
s'appliquer a I'application B +— P (B | A). Notamment :
e la probabilité conditionnelle par rapport a A de I'événement
contraire de B est 1 moins la probabilité conditionnelle de
['évenement B,
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Remarque

Tous les résultats portant sur les probabilités peuvent donc
s'appliquer a I'application B +— P (B | A). Notamment :

e la probabilité conditionnelle par rapport a A de I'événement
contraire de B est 1 moins la probabilité conditionnelle de
['évenement B,

e la probabilité conditionnelle par rapport a A de I'’ensemble vide
est 0,
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contraire de B est 1 moins la probabilité conditionnelle de
['évenement B,

e la probabilité conditionnelle par rapport a A de I'’ensemble vide
est 0,

e |a probabilité conditionnelle par rapport a A de B est
inférieure a celle de C si B C C,
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Tous les résultats portant sur les probabilités peuvent donc
s'appliquer a I'application B +— P (B | A). Notamment :
e la probabilité conditionnelle par rapport a A de I'événement
contraire de B est 1 moins la probabilité conditionnelle de
['évenement B,

e la probabilité conditionnelle par rapport a A de I'’ensemble vide
est 0,

e |a probabilité conditionnelle par rapport a A de B est
inférieure a celle de C si B C C,

e |e théoreme des probabilités totales est encore valide.




Remarques

Remarque

Tous les résultats portant sur les probabilités peuvent donc
s'appliquer a I'application B +— P (B | A). Notamment :

e la probabilité conditionnelle par rapport a A de I'événement
contraire de B est 1 moins la probabilité conditionnelle de
['évenement B,

e la probabilité conditionnelle par rapport a A de I'’ensemble vide
est 0,

e |a probabilité conditionnelle par rapport a A de B est
inférieure a celle de C si B C C,

e |e théoreme des probabilités totales est encore valide.

Vérifiez qu’en toute généralité, si A et B sont deux évenements
associés a une méme expérience aléatoire, alors
P[A| Bl #1—P[A| B].
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Probabilité conditionnelle

ATTENTION

Remarque

On définit une probabilité conditionnelle mais en aucun cas on ne
définit des évenements conditionnels. En effet, on ne considere que
des éléments de la tribu. Ainsi, la probabilité conditionnelle de B
sachant A est plut6t la probabilité conditionnelle, sachant A, de B.
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Théoreme des probabilités composées

Théoreme des probabilités composées

Soient deux événements A et B de probabilités non nulles. Alors,
on a
P(ANB)=P(B|A)P(A)=P(A| B)P(B).
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Probabilité conditionnelle

Théoreme de Bayes - 1

Voyons maintenant le théoreme de Bayes, lequel porte aussi le nom
de théoreme de la probabilité des causes.
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Probabilité conditionnelle

Théoreme de Bayes - 1

Voyons maintenant le théoreme de Bayes, lequel porte aussi le nom
de théoreme de la probabilité des causes.

Soit (A1, -+ ,Ap) un systeme complet d'évenements de 2. Soit B
un événement de Q de probabilité non nulle. On suppose que I'on
connait P(A;1),--- ,IP(A,) et que ces n probabilités sont
strictement positives. On suppose que I'on connait également
P(B| A1),--- ,P(B| An). On cherche a calculer P(Ax | B) pour
tout 1 < k < n.
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Théoreme de Bayes - 2

On utilise alors le théoréme des probabilités composées :

_ P(BN A _ P(B] AP(Ax)

Julian Tugaut Probabilités



Notion de probabilité conditionnelle
Définition et premieres propriétés
Théoréme de Bayes
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Théoreme de Bayes - 2

On utilise alors le théoréme des probabilités composées :

P(BNAx) _ P(B| A)P(Ax)

FALB) = "5m = B8)

Or, (A1,---,Ap) est un systtme complet d'évenements de Q.
Ainsi, d'apres le Théoreme de décomposition, il vient

P(B) = ZH:IP(B N Ar) -
k=1
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Théoreme de Bayes - 3

On utilise a nouveau le théoréeme des probabilités composées et
I'on a alors

P (B Ax) P(Ax)
(Bl A))P(A1) +---+P(B| Ay)P(A,)

P(Ax| B) = -



Théoreme de Bayes - 3

On utilise a nouveau le théoréeme des probabilités composées et
I'on a alors

P(B| Ax)P(Ax)
(Bl A))P(A1) +---+P(B| Ay)P(A,)

P(Ax| B) = -

Théoreme de Bayes

Soit (A1, -+ ,Ap) un systeme complet d'événements de Q. Soit B
un évenement de € de probabilité non nulle. Alors :

P(B| Ai) P(A)
2i—1 P(B| A))P(A))

P(Ai| B) =
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Théoreme de Bayes - 4

On a notamment le cas particulier avec (A, A°) si P(A) €]0;1] :
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Théoreme de Bayes - 4

On a notamment le cas particulier avec (A, A°) si P(A) €]0;1] :

P(B|A)P(A)
(B A)P(A) + P (B[ A)P(A)

B(A| B) = 5
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Théoreme de Bayes - 5

Une machine fabrique des composants électroniques. Une
proportion R = 5% de ces composants est hors des tolérances.
L'entreprise peut repérer les composants défectueux par un test.
On suppose que si le composant est hors des tolérances alors le
test est positif dans 95% des cas (sensibilité du test). Si le
composant n'est pas défectueux, on suppose que le test est négatif
dans 90% des cas (spécificité du test).
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Une machine fabrique des composants électroniques. Une
proportion R = 5% de ces composants est hors des tolérances.
L'entreprise peut repérer les composants défectueux par un test.
On suppose que si le composant est hors des tolérances alors le
test est positif dans 95% des cas (sensibilité du test). Si le
composant n'est pas défectueux, on suppose que le test est négatif
dans 90% des cas (spécificité du test).

On suppose que tous les composants sont testés et que les
composants testés positifs sont jetés. Quelle proportion de
composants est jetée ? Parmi les composants jetés, quelle est la
proportion de composants effectivement hors des tolérances ?




Théoreme de Bayes - 5

Une machine fabrique des composants électroniques. Une
proportion R = 5% de ces composants est hors des tolérances.
L'entreprise peut repérer les composants défectueux par un test.
On suppose que si le composant est hors des tolérances alors le
test est positif dans 95% des cas (sensibilité du test). Si le
composant n'est pas défectueux, on suppose que le test est négatif
dans 90% des cas (spécificité du test).

On suppose que tous les composants sont testés et que les
composants testés positifs sont jetés. Quelle proportion de
composants est jetée ? Parmi les composants jetés, quelle est la
proportion de composants effectivement hors des tolérances ?

On suppose maintenant que |'on fait deux tests (indépendamment)
et I'on jette les composants testés positifs deux fois. Quelle
proportion de composants est jetée ? Parmi les composants jetés,
quelle est la proportion de composants effectivement hors des
tolérances ?
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Théoreme de Bayes - 6

Réponses : 14.25% des composants sont jetés si I'on procede a un
unique test et seulement un tiers de ces composants est
effectivement hors des tolérances. En procédant a deux tests
indépendants, on ne jette que 5.4625% des composants et environ
82.6% des composants jetés sont effectivement hors des tolérances.
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Théoreme de Bayes - 7

Julian Tuga Probabilités



Notion de probabilité conditionnelle
Définition et premieres propriétés
Théoréme de Bayes

Probabilité conditionnelle

Théoreme de Bayes - 7

Paradoxe de Monty Hall.
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Indépenda de deux événements
Indépendance d’'événements Indéper c événements

Heuristique

Soient A et B deux événements associés a une méme expérience
aléatoire e a laquelle on associe I'univers 2. Rappelons |'approche
intuitive des probabilités par les fréquences. La fréquence de
réalisation de I'évenement A lorsque |'on répete |'expérience e
converge vers P(A), qui quantifie “les chances de voir A réalisé”.
Cette approche est validée par les lois des grands nombres.
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Heuristique

Soient A et B deux événements associés a une méme expérience
aléatoire e a laquelle on associe I'univers 2. Rappelons |'approche
intuitive des probabilités par les fréquences. La fréquence de
réalisation de I'évenement A lorsque |'on répete |'expérience e
converge vers P(A), qui quantifie “les chances de voir A réalisé”.
Cette approche est validée par les lois des grands nombres.

Supposons maintenant qu’'on sache que I'événement B est réalisé.
Les chances de voir A réalisé vont a priori changer et étre
quantifiées par le nombre P(A| B). Toutefois, il se peut que le fait
de savoir que B est réalisé ne donne aucune information quant a la
réalisation de A. On dit alors que A est indépendant de B.
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Indépendance de deux évenements - 1

Définition

On dit que A est indépendant de B si I'on a P(A| B) = P(A).
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Définition
On dit que A est indépendant de B si I'on a P(A| B) = P(A).

On jette deux dés a six faces. L'un est rouge et I'autre est bleu. On
considere les évenements A :="le dé rouge indique une face paire”
et B :="le dé bleu indique une face paire”. Alors A est indépendant
de B : P(A| B) =P(A) = . De méme, B est indépendant de A.




Indépendance de deux évenements - 1

Définition
On dit que A est indépendant de B si I'on a P(A| B) = P(A).

On jette deux dés a six faces. L'un est rouge et I'autre est bleu. On
considere les évenements A :="le dé rouge indique une face paire”
et B :="le dé bleu indique une face paire”. Alors A est indépendant
de B : P(A| B) =P(A) = . De méme, B est indépendant de A.

Contre-exemple

On tire deux cartes sans remise dans un jeu de 32 cartes. On
considere les évenements A :="la premiere carte est I'as de coceur”
et B :="la deuxieme carte est I'as de cceur”. Alors A n'est pas

. 7 ) _ . _ 1 N
|ndependant.de B : P(A| B) = 0 tandis que P(A) = 55. De méme,
B n'est pas indépendant de A.

v
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Indépendance de deux événements - 2

Théoreme

La relation d'indépendance est symétrique : si A est indépendant
de B alors B est indépendant de A. De plus, A et B sont
indépendants si et seulement si P(AN B) = P(A)P(B).
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Indépendance de deux événements - 2

Théoreme

La relation d'indépendance est symétrique : si A est indépendant
de B alors B est indépendant de A. De plus, A et B sont
indépendants si et seulement si P(AN B) = P(A)P(B).

Deux évenements incompatibles et de probabilités non nulles ne
sont pas indépendants. L'indépendance et I'incompatibilité sont
deux notions radicalement différentes.
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Indépendance d’'événements Indépendance mutuelle de n événements

Indépendance de deux évenements - 3

On a équivalence entre les quatre assertions suivantes :

e A et B sont indépendants,
e A et B€ sont indépendants,

e A€ et B sont indépendants,

e A€ et B€ sont indépendants.
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Indépendance de deux événements
Indépendance d’évenements Indépendance mutuelle de n événements

Approche intuitive - 1

Une urne contient quatre jetons : un bleu, un blanc, un rouge et un
bleu-blanc-rouge. On en tire un au hasard. Considérons les trois
évenements

e A := {le jeton tiré contient du bleu},
e B := {le jeton tiré contient du blanc},
e C := {le jeton tiré contient du rouge}.

Il est clair que P(A) =P(B) =P(C) =2 = 1.
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Indépendance d’évenements Indépendance mutuelle de n événements

Approche intuitive - 2

D'autre part, on a
1
P(AN B) = P ({on tire le jeton tricolore}) = == P(A)P(B).

Et, de méme P(BN C) =

P(AN C) = 3 =P(A)P(C

deux a deux indépendants.

P(B)P(C) et

1_
1=
). Ainsi, les évenements A, B et C sont
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Approche intuitive - 2

D'autre part, on a
1
P(AN B) = P ({on tire le jeton tricolore}) = == P(A)P(B).

P(B)P(C) et

Et, de méme P(BNC) = ; =
). Ainsi, les évenements A, B et C sont

P(AN C) = § = P(AYB(C
deux a deux indépendants.
Cependant, P(A| BN C) =1 car

B N C = {on tire le jeton tricolore}. Donc la connaissance
simultanée de B et C modifie notre information sur A.
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Indépendance mutuelle de n événements

Définition

Soient n éveénements Aj,--- , A, associés a une méme expérience
aléatoire e 3 laquelle on associe I'univers € ; c’est-a-dire que

A1, - -, A, sont des sous-ensembles de €. On dit que les
évenements Aj, -+, A, sont mutuellement indépendants si pour
toute sous-famille A;, A;,,--- ,Aj avec1 <jj <--- < i,y < nou
ke[1l;n],ona:

]PJ(AI.I ﬂﬂAlk) :P(All) X XP(Aik)'
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Indépendance mutuelle de n événements

Définition

Soient n éveénements Aj,--- , A, associés a une méme expérience
aléatoire e 3 laquelle on associe I'univers € ; c’est-a-dire que

A1, - -, A, sont des sous-ensembles de €. On dit que les
évenements Aj, -+, A, sont mutuellement indépendants si pour
toute sous-famille A;, A;,,--- ,Aj avec1 <jj <--- < i,y < nou
ke[1l;n],ona:

]PJ(AI.I ﬂﬂAlk) :P(All) X XP(Aik)'

L'indépendance mutuelle implique évidemment I'indépendance
deux a deux (en considérant toutes les sous-familles de deux
événements) et la réciproque est fausse comme le montre
I'Exemple.
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Indépendance de deux événements
Indépendance d’évenements Indépendance mutuelle de n événements

Propriétés de I'indépendance mutuelle

Proposition

Soient n événements A, --- , A, associés a une méme expérience
aléatoire e a laquelle on associe I'univers . On suppose que les
évenements Aj, - -, A, sont mutuellement indépendants. Alors
toute famille obtenue en remplagant certains des A; par leurs
complémentaires est encore mutuellement indépendante.
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Propriétés de I'indépendance mutuelle

Proposition

Soient n événements A, --- , A, associés a une méme expérience
aléatoire e a laquelle on associe I'univers . On suppose que les
évenements Aj, - -, A, sont mutuellement indépendants. Alors
toute famille obtenue en remplagant certains des A; par leurs
complémentaires est encore mutuellement indépendante.

Corollaire

Soient n événements A, --- , A, associés a une méme expérience
aléatoire e a laquelle on associe |'univers . On suppose que les
évenements Aj, - -+ , A, sont mutuellement indépendants. Alors, on
a

P(AU--UA) =1—(1—P(A)) x - x (1—P(A)) .
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