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1 Rudiments

1.1 Vocabulaire usuel

Définition 1.1 (Axiome). Un aziome est un énoncé supposé vrai a priori et que l’on ne
cherche pas a démontrer.

Définition 1.2 (Proposition). Une proposition est un énoncé pouvant étre vrai ou fauz.
Remarque 1.3. On parle aussi d’assertion ou d’affirmation.

Le mot “proposition” est ici & comprendre au sens premier du terme : on propose quelque
chose. Il reste ensuite a la démontrer. Et, c’est a la personne qui propose de prouver. On
parle de “charge de la preuve”.

Remarque 1.4. Par abus de langage, une proposition est souvent entendue comme une
proposition vraie correspondant a un résultat intermédiaire ou d’importance plus ou moins
modérée.

Définition 1.5 (Théoréme). Un théoreme est une assertion dont on a démontré qu’elle
était vrate.

Définition 1.6 (Corollaire). Un corollaire a un théoréme est une conséquence dudit théo-
reme.

Définition 1.7 (Lemme). Un lemme est un théoréme préparatoire a [’établissement d’un
théoréme de plus grande importance.

Définition 1.8 (Conjecture). Une conjecture est une proposition dont on pense qu’elle est
vraie sans pour autant disposer d’une démonstration pouvant en authentifier la véracité.

Définition 1.9 (Définition). Une définition est un énoncé dans lequel on liste les particu-
larités d’un objet.

Remarque 1.10. La définition d’un objet mathématique peut impliquer la non-existence
de l’objet en question.

1.2 Les quantificateurs

On considére un ensemble E et P(z) une proposition dont les valeurs de vérité dé-
pendent des éléments x de F.

Par exemple, considérons la proposition P(x) :=“z? = 4” et E := R. On ne peut pas
dire que la phrase 22 = 4 est vraie ou fausse avant de savoir ce que vaut z.

Définition 1.11. Une proposition dont les valeurs de vérité sont fonctions d’une ou plu-
sieurs variable(s) s’appelle un prédicat.

Définition 1.12 (Variable muette). La lettre apparaissant aprés un quantificateur peut étre
remplacée par toute lettre n’apparaissant pas dans le prédicat. Cette variable (ou lettre) est
une variable muette.

Une variable muette peut se comprendre comme une variable locale en informatique :
elle n’intervient que pour réaliser les calculs et son nom importe peu puisqu’elle disparait
a la fin de 'exécution du programme.



Définition 1.13. La proposition “Pour tous les éléments x de E, la proposition P(x) est
vraie” s’écrit en abrégé comme suit : ‘Vr € E, P(z)”.

Définition 1.14. La proposition “Il existe au moins un élément x de E tel que la propo-
sition P(z) est vraie” s’écrit en abrégé comme suit : “Ix € E, P(x)”.

Définition 1.15. La proposition “Il existe un unique élément x de E tel que la proposition
P(x) est vraie” s’écrit en abrégé comme suit : ‘Il € E, P(x)”.

Remarque 1.16. V s’appelle le quantificateur universel tandis que 3 s’appelle le quantifi-
cateur existentiel.

Théoréme 1.17. Soit un ensemble E et un prédicat P(x) dont les valeurs de vérité dé-
pendent de x € E. Alors :

e non(Ve € E, P(z)) < (3z € E,nonP(z)).

e non(dz € £, P(z)) & (Vo € E,nonP(x)).
Théoréme 1.18. Pour prendre la négation d’une proposition écrite avec un nombre fini
de quantificateurs et un prédicat, il suffit d’échanger, en respectant les ordres, les quantifi-
cateurs ¥V et 3 et de les faire intervenir sur la négation du prédicat.

Ce qu’il faut retenir : on peut permuter des quantificateurs de méme nature. Il est
naturel de se demander si I’on peut permuter V et 4. La réponse est non.

1.3 Les raisonnements classiques
1.3.1 Raisonnement déductif

Si P est une proposition vraie (donc un théoréme) et si P = () est une proposition
vraie (donc un théoréme aussi), on peut affirmer que @) est une proposition vraie. Il s’agit
du raisonnement de base a reproduire quasiment a chaque fois.

1.3.2 Raisonnement par ’absurde

On veut montrer qu'une proposition P est vraie. On suppose alors sa négation nonpP.
Et, 'on montre que cela entraine une proposition fausse ). On en conclut alors que P est
vraie. En effet, comme @ est fausse, 'implication nonP = () ne peut étre vraie que si
nonP est fausse, c’est-a-dire si P est vraie.

1.3.3 Raisonnement par contraposition

Pour montrer que I'implication P = (@ est vraie, il faut et il suffit de montrer que
non() = nonP est vraie.

1.3.4 Raisonnement par récurrence

On suppose que P(n) est un prédicat dépendant de n € N. Pour montrer “Vn, P(n)”,
on procéde comme suit :

e Initialisation : on montre P(0).

e Hérédité : on suppose que P(n) est vraie pour un n € N. On démontre alors que
P(n+ 1) est vraie.

e Conclusion : on en déduit que P(n) est vrai pour tout n € N.

Il existe des variantes a la récurrence : la récurrence finie, la récurrence compléte, la
récurrence descendante...



1.3.5 Raisonnement par contre-exemple

On cherche & infirmer une proposition de la forme Vx € E, P(x). Il suffit alors d’exhiber
un contre-exemple : on utilise alors tous les moyens mathématiquement rigoureux a notre
disposition pour débusquer un élément = de E tel que nonP(z).

1.3.6 Raisonnement par Analyse-Synthése

Le raisonnement par analyse-synthése est a utiliser pour déterminer les solutions d’un
probléme donné si le raisonnement avec des équivalences est impossible ou délicat. Dans la
partie “analyse” (la premiére partie), on détermine les propriétés d’une éventuelle solution
afin de limiter drastiquement les possibilités. Dans la seconde partie, la “synthése”, on
s’intéresse aux solutions obtenues dans ’analyse et l'on vérifie lesquelles sont effectivement
solutions du probléme initial.

1.4 Erreurs classiques

e La premiére a laquelle nous pensons consiste & mal prendre la négation. Ainsi, le
contraire de “ce chat est blanc” n’est pas “ce chat est noir” mais bien “ce chat n’est
pas blanc”. De méme, le contraire de x < 0 n’est pas x > 0. Cest x > 0.

e Confondre 'implication et 1’équivalence. Une équivalence est constituée de deux
implications.

e Refuser la quantification. Par exemple, la phrase sin(x) # x est dépourvue de sens.
Ou pluto6t, elle n’a pas un sens précis. L’auteur voulait-il dire Va € R, sin(z) # x ou
lauteur voulait-il dire que la fonction = — sin(z) est différente de la fonction x +— x
auquel cas il s’agit de 3z € R, sin(z) # x.

e Croire que 'on peut permuter les quantificateurs de nature différente.
e Utiliser des quantificateurs interdits comme Y et 3.

e Utiliser des résultats pour lesquels on ne dispose pas de preuve.

1.5 Quelques mots de liaison

On utilise la langue francaise pour exprimer les mathématiques. Néanmoins, certains
mots sont plus importants que d’autres. Voyons ces mots en question.
Ainsi. Signifie la conséquence.
D’aprés. Sert a citer un résultat précédent.
Comme. Introduit un argument.
Donc. Exprime la conséquence ou la conclusion d’énoncés précédents.
D’ou. Exprime la conséquence ou la conclusion d’énoncés précédents.
Finalement. Souligne le caractére conclusif.
Or. Présente le fait qui explique ce qui suit.
Par conséquent. Signifie la conséquence.
Conséquemment. Signifie la conséquence.
Subséquemment. Signifie la conséquence.
On en déduit. Signifie la conséquence.
Il vient. Signifie la conséquence.
Il s’ensuit. Signifie la conséquence.



1.6 Rappels sur le calcul algébrique

Soient a et b deux réels ou deux complexes. Alors :

(a+b)* = a® + b* + 2ab,
(a—b)*=a*+b* - 2ab,
(a+b)(a—b) =a®>—b*.

PourtoutnéN*,onal—l—---—i—n:w. De méme, si a # 1 et si n € N, alors :
1_an+1 an-i—l_l
1 e g" — _ 1
+a+---+a - —1 (1)
et
a"—b'=(a—b)(a" " +a" b+ ab" P+ (2)

1.7 Alphabet grec

Minuscule | Majuscule Nom frangais
« A alpha
1G] B beta
y r gamma
o A delta
€ E epsilon
¢ Z dzéta
i H eéta
0 S} théta
L 1 iota
K K kappa
A A lambda
1 M mu
v N nu
£ = xi (se prononce Ksi)
0 0 omicron
s IT pi
p P rho
o by sigma
T T tau
v T upsilon
% ) phi
X X khi
(0 v psi
w Q omega

A noter que le phi minuscule se note parfois ¢ au lieu de .



1.8 Le symbole X

Soient n nombres complexes (a;);,.,. Alors, la somme de tous les nombres complexes
ai,- - ,a, est notée

n

S ar.

k=1

De maniére plus générale, on peut considérer

n

Zak:am+"'+an7

k=m

sim € [1;n]. Il y a alors n —m + 1 termes et non pas n — m. De méme, si I'indice de la
somme commence a 0, alors il y a bien un terme de plus.
1.8.1 Somme de termes constants

De maniére générale, > 7 ;A =nXet > ; A= (n+ 1)\ pour tout A € C.
1.8.2 Linéarité de la somme
Soient deux suites de nombres complexes (ag)1<k<n €t (bg)1<k<n €t A, pu € C. Alors :

Z(Aak +,ubk) = )\Zak —|—,u2bk.
k=1 k=1

k=1

Il est important de bien comprendre que cette égalité n’a été présentée que pour des
sommes finies.

1.8.3 Progression arithmétique

La formule 1 +---+n = @ se rééerit done Y, k= "(n2+1).

De maniére plus générale, on a 1~ (ak +b) = nb + a@.

1.8.4 Progression géométrique

On peut aussi réécrire la formule pour a # 1 :

1— an-‘rl an-i—l -1

kzzoak: l-a  a-1

1.8.5 Sommes télescopiques

On se donne une suite de complexes (b,),. On introduit la suite de complexes (a,)n
avec a, = b,11 — b, pour tout n € N. Alors :

n

> ag = (by—by) + (by = b) + -+ + (bugs = bn) = bny1 — o,
k=0

vu que les termes by, - - - , b, se simplifient.



1.9 Le symbole []

De la méme maniére que pour la somme de n termes, soient n nombres complexes
(@i), <i<n: Alors, le produit de tous les nombres complexes ay, - - - ,a, est noté

n
[Lo
k=1

1.9.1 Produit de facteurs constants

Soit aw € C. Alors :

1.9.2 Produits télescopiques

On se donne une suite de complexes non nuls (b, ),. On introduit la suite de complexes
(an)n avec a, = butl pour tout n € N. Alors :

bn
bn+1
[Tar =55 3)

1.10 Factorielle d’un entier naturel

Soit n € N*. Alors, par définition, la factorielle de n est

n! = ﬁk
k=1

Quelques factorielles & connaitre par coeur : 1! =1, 21 =2, 3! = 6, 4! = 24. Mais aussi :
0l=1.

1.11 Congruences

Soit un nombre réel r > 0. Soient deux réels x et y. Le nombre x est dit congru a y
modulo 7 si et seulement s'il existe k € Z tel que x —y = kr. On écrit alors © = y (mod r).
Donnons quelques propriétés de la congruence.

e On peut additionner deux congruences de méme module. Si x = y (mod a) et si
' =9y (mod a) alors z + 2’ =y +y (mod a).

e On peut multiplier une congruence par un réel non nul sans oublier de multiplier
aussi le module. Si z =y (mod a) alors ax = ay (mod aa) si a # 0.

e Une congruence modulo a # 0 implique une congruence modulo * pour tout n € N*.
Ainsi, si deux réels sont congrus modulo 4, ils le sont aussi modulo 27.

1.12 Inégalités et inéquations

Voici les deux regles essentielles :

e Si on multiplie une inégalité par un nombre réel strictement positif, on ne change
pas le sens de l'inégalité.



e Si on multiplie une inégalité par un nombre réel strictement négatif, on change le
sens de l'inégalité.

Une régle tacite consiste a factoriser I’expression pour étudier plus facilement son signe.

1.13 Trinéme réel du second degré

On se donne trois réels a, b, ¢ avec a # 0. On introduit la fonction f définie par f(x) :=
ax?®+bx + c. Pour étudier son signe ainsi que son minimum (respectivement son maximum )
si a > 0 (respectivement si a < 0), on utilise la forme canonique :

‘+br4c= L0 A
ax Tr+c=a T %4 1 |

oll A := b — 4ac est appelé le discriminant.
Trois cas apparaissent naturellement :

e Si A = 0, alors I'expression f(z) est factorisée et la fonction n’admet ainsi qu’une
seule racine : —21. De plus, 'extremum (maximum si ¢ > 0 et minimum si a < 0)
est atteint en —g- et vaut 0.

e Si A > 0, alors en utilisant une identité remarquable, on a deux racines réelles

distinctes : ’bga‘/g et ’b;r;/: De plus, 'extremum (maximum si a > 0 et minimum
si a < 0) est atteint en — et vaut —=.

e Si A < 0, on peut & nouveau utiliser une identité remarquable mais l'on a cette
fois deux racines complexes conjuguées : _b_;;/j et _ngF. De plus, 'extremum

(maximum si a > 0 et minimum si a < 0) est atteint en —% et vaut —ﬁ.

2 Ensembles, Applications et Relations

2.1 Ensembles

Définition 2.1 (Ensemble). On appelle ensemble toute collection d’objets, ces objets étant
appelés “éléments de l’ensemble”. Ce qui caractérise le fait qu’une collection d’objets est un
ensemble est que pour tout objet que l’on peut considérer, cet objet est ou n’est pas élément
de l’ensempble.

Cantor utilisait les lettres majuscules pour les ensembles et les lettres minuscules pour
les éléments d’ensembles. Nous ferons comme lui. Remarquons que les éléments d'un en-
semble peuvent eux-mémes étre des ensembles...

2.1.1 Vocabulaire, notations

Notation 2.2 (Appartenance). Soit E un ensemble. Soit a un objet. Si a est élément de
E, on note a € E. Si a n'est pas un élément de E, on note a ¢ E.

Définition 2.3. L’ensemble vide est ’ensemble ne contenant aucun élément. Il est noté (.

Définition 2.4 (Ensemble des parties d'un ensemble). Soit E un ensemble. Soit F' un
autre ensemble. On peut reconnaitre si F' est inclus dans E ou non. Si F C E, alors F est
dit élément de P(FE), ensemble des parties de E, ensemble des ensembles qui sont inclus
dans E. On le note également 2F.

Définition 2.5 (Produit cartésien de deux ensembles). Soient deuz ensembles E et F'.
Leur produit cartésien, noté E x F est égal a {(x,y) : x € E, y € F}.
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2.1.2 Opérations sur les parties d’un ensemble

Définition 2.6. On appelle intersection de deux ensembles A et B l’ensemble des éléments
communs a A et a B. L’intersection de deux ensembles A et B est notée AN B.

Définition 2.7 (Ensembles disjoints). On dit que deux ensembles A et B sont disjoints
lorsque leur intersection est vide.

Proposition 2.8. Soient trois ensembles A, B et C. Alors ANB = BNA et AN(BNC) =
(ANB)NC=AnBNC.

Définition 2.9. On appelle réunion de deux ensembles A et B [’ensemble des éléments qui
sont dans A ou (au sens inclusif) qui sont dans B. La réunion de deux ensembles A et B
est notée AU B.

Proposition 2.10. Soient trois ensembles A, B et C. Alors AUB = BUA et AU(BUC') =
(AUB)UC = AUBUC.

Proposition 2.11. L’intersection est distributive par rapport a la réunion :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

La réunion est distributive par rapport a [’intersection :
Au(BNC)=(AUB)N(AUC) .

Définition 2.12. Soit un ensemble Q0 (comme l'univers des événements en probabilités).
Soit A un sous-ensemble de §). On appelle complémentaire de A dans 2 l’ensemble des
éléments de Q) qui n’appartiennent pas a A. Le complémentaire de A est noté A ou A°.

Proposition 2.13. Soit un ensemble 2 et soit A un sous-ensemble de Q2. Alors, A=A
De plus, ANA=0 et AUA=Q.

Proposition 2.14. Soit un ensemble Q. Alors, Q = 0. De méme, on a 0=0Q.

Théoréme 2.15 (Lois de Morgan). Soit un ensemble Q2 et soient A et B deux sous-
ensembles de Q. Alors, on a :

ANB=AUB e AUB=ANB.

Définition 2.16. Soit ) un ensemble. Soient n sous-ensembles : Ay,--- , A,. On dit qu’ils
forment une partition de € s’ils sont deux a deux disjoints et si leur réunion est égale a §2.

2.2 Applications

Notation 2.17. L’ensemble des applications de l’ensemble E vers l’ensemble F est noté

F(E,F) ou FF.

Définition 2.18. Soient E, F et G trois ensembles. Soient f € F¥ et g € G¥. Alors,
on définit Uapplication g o f comme suit. g o f admet E pour ensemble de départ, G pour
ensemble d’arrivée et (go f) (x) = g[f(x)] pour tout x € E.



Définition 2.19 (Injectivité). Soient deux ensembles E et F' et f une application de E
vers F'. On dira que f est injective si et seulement si tout élément de F' admet au plus un
antécédent par f. En d’autres termes, en notant #E le nombre d’éléments de [’ensemble
E si celui-ci est fini :

Vye F#{rcE : f(z)=y}<1.

Définition 2.20 (Surjectivité). Soient deux ensembles E et F' et f une application de E
vers F'. On dira que f est surjective si et seulement si tout élément de F' admet au moins
un antécédent par f. En d’autres termes :

Vye F{r e E : f(x)=y}#0.

Définition 2.21 (Bijectivité). Soient deux ensembles E et F et f une application de E
vers F'. On dira que [ est bijective si et seulement si tout élément de F' admet exactement
un antécédent par f. En d’autres termes :

Vye F.#{z e FE : f(r)=y}=1.

Théoréme 2.22. Soit f € F'¥ ou E et F sont deux ensembles. Si f est bijective, alors il
existe une unique application g de F vers E telle que go f = Idg et telle que f o g =1dp
ot l'on a pour tout x € E : Idg(x) = z et pour tout y € F : Idp(y) = y. Cette unique
application g est appelée lapplication réciproque de f et on la note f=1.

Remarque 2.23. Ona : () = f.

Définition 2.24 (Image directe). Soient E et F' deux ensembles. Soit f une application
de E vers F'. Soit A C E. On pose alors

flA):={yeF : FIxeE, f(x)=y}.
Définition 2.25 (Image réciproque). Soit B C F. Alors, on pose
FUB)={s€E : YyeB, flx)=y}.
Ici, f~! n’est pas I'application réciproque de f.

Définition 2.26 (Fonction indicatrice). Soit 2 un ensemble. Soit A C Q. On considére
alors Uapplication 14 qui va de Q2 dans {0; 1} et qui est définie par

1 sizeA

L‘(x):{o siz¢ A

1 4 est appelée fonction indicatrice de A.

2.3 Relations d’équivalence sur un ensemble F

Définition 2.27 (Relation binaire). Une relation binaire R d’un ensemble E vers lui-méme
est définie par la donnée de son graphe Gr (sous-ensemble de E?). On définit alors :

V(z,y) € EX E, 2Ry < (z,y) € Gr .

Remarque 2.28. On peut représenter une relation binaire par un tableau dans le cas o
les ensembles E et F sont finis.
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Définition 2.29 (Réflexivité). R est réflezive si pour tout x € E, xRuz.
Définition 2.30 (Symétrie). R est symétrique si
V(z,y) € B, 2Ry = yRz.
Définition 2.31 (Transitivité). R est transitive si
Y(z,y,2) € E®, ((zRy) et (yRz)) = 2Rz.

Définition 2.32 (Relation d’équivalence). Une relation d’équivalence d’un ensemble E est
une relation binaire réflexive, symétrique et transitive.

Théoréme 2.33. Définir une relation d’équivalence R sur un ensemble E revient a la
donnée d’une partition de E.

Remarque 2.34. La notion de relation d’équivalence sert en arithmétique. Egalement,
elle est a la base de la construction de l'intégrale au sens de Lebesgue.

Remarque 2.35. Soient E et ' deux ensembles. On dit que ces ensembles sont équipotents
si et seulement s’il existe une bijection ¢ de E dans F. On définit ainsi une relation
d’équivalence qui généralise la notion intuitive de cardinal aux ensembles non finis.

Définition 2.36. On dit qu’un ensemble E est de cardinal fini s’il contient un nombre fini
d’éléments. Ce nombre, appelé cardinal de E, est noté #E.

Définition 2.37. Un ensemble qui n’est pas de cardinal fini est dit infini.

Définition 2.38. On dit qu’un ensemble infini est dénombrable s’il est en bijection avec
N, c’est-a-dire sil est équipotent a N.

Exemple 2.39. L’ensemble des rationnels, Q, est dénombrable.
Contre-exemple 2.40. L’ensemble des réels, R, n’est pas dénombrable.

Proposition 2.41. Une réunion fini ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables
est finie ou dénombrable.

3 'Trigonométrie et nombres complexes

3.1 Trigonométrie
3.1.1 Fonctions circulaires

Rappel 3.1. On se donne un cercle de centre O et de rayon 1. Le choiz de l’orientation
des axes perpendiculaires en O détermine ['orientation du plan. Deux orientations sont
possibles : le sens des aiguilles d’une montre et le sens contraire.

- —
Rappel 3.2. Soit M un 0int_>du cercle trigononﬁrique avec (O, i, j ) un repére ortho-
normal direct du plan : OA = i . Alors, l'angle (OA, OM) est défini. De plus, l’application

e
M — (OA,OM) définit une bijection du cercle trigonométrique sur l’ensemble des angles
de vecteurs non nuls.

Proposition 3.3. [] existe une surjection de R sur le cercle trigonométrique. Notons-la ¢.
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Définition 3.4 (7). Soit A’ le point diamétralement opposé a A sur le cercle trigonomé-
trique. m est le plus petit élément réel positif x tel que p(z) = A'.

Remarque 3.5. Alors : ¢(x) = ¢(y) est équivalent a y = x(27).
Soit x € R. Alors, M(z) := ¢(x) est un point du cercle trigonométrique.

Définition 3.6 (Cosinus de ). On appelle cosinus du réel x [abscisse dans le repére
—- = . . .,
<O, i, ] ) du point M (z). Le cosinus de x est noté cos(x).

Définition 3.7 (Sinus de ). On appelle sinus du réel x l'ordonnée du point M(x) dans le
. - . ..
repére (O, i, > Le sinus de x est noté sin(x).

Proposition 3.8. Pour tout x € R, cos(x) € [—1;1] et sin(z) € [—1;1]. Pour tout x € R,
M (z) = (cos(x),sin(z)).

Proposition 3.9 (Théoréme de Pythagore). Pour tout x € R, on a cos?(x) + sin?(z) = 1.

Définition 3.10 (Tangente de z). Soit x € R. On appelle N(x) lintersection entre la
droite (OM (x)) et la droite paralléle a la droite (OB) passant par A. Ce point N(x) existe
dés que x ¢ {% +kmw; k€ Z}. La tangente de x est définie comme étant ['ordonnée du
point N(z). On la note tan(zx).

Proposition 3.11 (Théoréme de Thalés). Si x ¢ {% +kmi ke Z}; on a tan(z) = sin(z)

cos(z) *

3.1.2 Formules de trigonométrie

Proposition 3.12 (Formule de relévement). Soient deux réels a et b tels que a* + b* = 1.
Alors il existe x € R tel que a = cos(x) et b = sin(x).

Proposition 3.13 (Parité et imparité). Pour tout x € R, on a cos(—z) = cos(x) et
sin(—z) = —sin(x).

Proposition 3.14 (Périodicité). Pour tout © € R, cos(z + 27) = cos(x) et sin(z + 27) =
sin(x). Au contraire, cos(xz + m) = — cos(z) et sin(x + 7) = —sin(z).

Proposition 3.15. Pour tout x € R, on a cos(m — ) = — cos(x) et sin(r — x) = sin(zx).

Proposition 3.16 (Echange entre cosinus et sinus). Pour tout z € R, on a cos (3 — z) =

sin(z) et sin (% — x) = cos(z).

Formules d’addition

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) , (4)
et sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) . (5)

On en déduit immeédiatement cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) et sin(a — b) =
sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).
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Formules de duplication
cos(2z) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sin®(z) = cos®(x) —sin®*(z) et sin(2x) = 2sin(z) cos(x).
Proposition 3.17. Pour tout x € R, on a

1+ cos(2x)
=0

Valeurs particuliéres (4 connaitre par coeur)

1 — cos(2x)

t sin®(x) =
et sin(x) 5

cos?(z)

Angles (radians) | 0 ]z z

Angles (degrés) 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
i v2 | V3

Sinus 0 L2 8

Cosinus 1 \/Tg \/75 . 0

Tangente 0 \/Lg 1 [ V3] +0

Cotangente +oo [ V3] 1 \/Lg 0

Proposition 3.18 (Formules essentielles pour I'intégration). Pour tout © € R, en posant

t:= tan (%), on a

@) =10 e sin(a) =
cos(x) = —— et sin(z) =
1+ ¢2 1+’
Proposition 3.19. Pour tous a,b € R, on a cos(a) cos(b) = COS(Hb)JQFCOS(a*b), sin(a) sin(b) =

Cos(a—b);cos(a-i—b) et SiIl(CL) COS(b) _ sin(a—i—b);—sin(a—b) .

3.1.3 Quelques propriétés des fonctions trigonométriques

Fonctions sinus et arcsinus La fonction sinus est définie, continue et dérivable sur R.
Elle est de plus 27-périodique. On se restreint donc a U'intervalle [—m; 7]. Puis, 'imparité
nous permet de nous restreindre a [0;w]. Enfin, comme sin(m — z) = sin(x), on sait que
la droite verticale d’équation (z = 7) dans le plan est axe de symétrie. On se restreint
alors a [0; g] Par ailleurs, on note que la fonction sinus réalise une bijection de [—g; g}
dans [—1;1]. Sa réciproque est appelée arcsinus et est notée arcsin. La fonction arcsinus

est définie, continue, dérivable de [—1;1] dans [—%; %}

Proposition 3.20. Pour tout x € [—1;1], on a sin (arcsin(z)) = = et cos (arcsin(z)) =
V1— a2

Théoréme 3.21. On a la limite suivante :

lim S8 _ (6)
x—0 x
Fonctions cosinus et arccosinus La fonction cosinus est définie, continue et dérivable
sur R. Elle est de plus 2m-périodique. On se restreint donc a Uintervalle [—; 7]. Puis, la
parité nous permet de nous restreindre a [0; 7]. Enfin, comme cos(rm —x) = — cos(z), on sait
que le point de coordonnées (%, 0) dans le plan est centre de symétrie. On se restreint alors
a [O; g} Par ailleurs, on note que la fonction cosinus réalise une bijection de [0; 7] dans
[—1; 1]. Sa réciproque est appelée arccosinus et est notée arccos. La fonction arccosinus est

définie, continue, dérivable de [—1;1] dans [0; 7].

Proposition 3.22. Pour tout x € [—1;1], on a cos (arccos(z)) = x et sin (arccos(z)) =

V1 — 22,
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Fonctions tangente et arctangente La fonction tangente est définie, continue et dé-
rivable sur tout intervalle de la forme }—% +km; 5+ kw[ ou k € Z. Elle est de plus 7-

périodique. On se restreint donc a l'intervalle }—%; 5 [ Puis, 'imparité nous permet de
nous restreindre a [0; 5 [ Par ailleurs, on note que la fonction tangente réalise une bijec-

tion de ]—7—;; g[ dans R. Sa réciproque est appelée arctangente et est notée arctan. La
fonction arctan est définie, continue, dérivable de R dans ]—g; 5 [

3.2 Nombres complexes

L’ensemble R, quand il est muni de I'addition et du produit est ce que I'on appelle un
corps. Ce corps (R, +, x) est commutatif mais il a un défaut : il existe des équations réelles
qui n’ont pas de solution. On veut donc étendre le corps des réels.

On procede par Analyse-Synthése. Comme on veut que le corps des complexes étende
le corps des réels, il faut que pour tout a € R, a soit un complexe. Soit maintenant i une
solution de I'équation 2% 4+ 1 = 0 dans C. Comme C est un corps, a + bi est un complexe
pour tous a,b € R.

Soient (a,b) € R? et (a/,b') € R% On pose z := a + ib et 2’ := ' + ib/. Par définition,
onaz+z €Cetzz €C. On cherche a calculer ces deux complexes :

4 = (a0 + (@) = () + i),

en utilisant la commutativité de la somme et du produit dans le corps des complexes. A
nouveau, z + 2’ est de la forme A 4 iy avec A\, u € R. De méme :

22" = (a+1b) (d' +1ib") = (aa’ — bb") +1i(ab + a'd) ,

en utilisant la commutativité de la somme et du produit dans le corps des complexes. Ainsi,
27 peut aussi se mettre sous la forme o + i3 avec «, € R.

On considére alors C := {a+1ib : a,b € R}. On vérifie aisément que C est un corps
commutatif dans lequel I’équation 22 + 1 = 0 admet une solution.

3.2.1 Calculs de base dans C

Définition 3.23. Soit un complexe z = x +iy. On appelle son conjugué, et l’on note zZ, le
complexe
Z=x—1y.

Remarque 3.24. Le conjugué de z est parfois noté z*.

Proposition 3.25. Soient deux complexes z1 et zo. Alors z1 + zo = Z1 + Z3. De plus :
2129 = 21 X Z9.

Définition 3.26. Soit z = x+iy € C. Le réel x est la partie réelle de z : x = R(z) = Re(z).
Le réel y est la partie imaginaire de z : y = (z) = Im(z2).

e Pourtout z = +iy € C, zz=2>+9y* € R,.

11 _ =z _
e Pour tout z #0, 27" = - = Z =

Proposition 3.27. Pour tout z € C et pour tout X € R, on note A\.z := X\ x z. Alors,
(C,+,.) est un espace vectoriel sur R. Et, sa dimension est deuz. Une base de C sur R est
(1,1). Cela signifie que si deux complezes sont égaux : x1 + iy, = T + iy alors x1 = x9 et

Y1 = Y2.
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On rapporte le plan & un repére orthonormal direct (O, f, j)

Tout point du plan est alors défini par le couple (z,y) de ses coordonnées dans le repére
(O,;,j) A chacun de ces points du plan, on peut donc associer un couple de réels et
conséquemment un complexe z = x + iy. Tout point M du plan est donc défini par un
unique nombre complexe z, appelé affixe du point M.

On peut interpréter la conjugaison d’un complexe comme la symétrie par rapport a
I'axe des abscisses. Si z est réel, alors le point M (z) associé est sur 'axe des abscisses. Si
z est un imaginaire pur (c’est-a-dire si sa partie réelle est nulle), le point associé est sur
I’axe des ordonnées.

Définition 3.28 (Module). Soit un complexe z = x+iy. On appelle module de z la quantité
|z| := /22 +y? = V2Z.

Proposition 3.29. Pour tous les complezes z1, z3, on a |z129| = |21]]22].

Proposition 3.30. Soit un compleze z. Alors |R(z)| < |z| et |3(2)] < |2|

3.2.2 Nombres complexes de module 1

Notation 3.31. L’ensemble des nombres complexes de module 1 est noté U :
U:={z€C : |z|=1}.

Groupe (U, x) Muni de la multiplication, U est ce que 1'on appelle un groupe commu-

tatif.

Proposition 3.32. Pour tout z € U, il existe 0 € R tel que z = cos(#) + isin(f).

Définition 3.33. L’angle 0 est appelé l'argument du complexe z = cos(f) + isin(f). On
note 0 = arg(z). Pour simplifier [’écriture, on écrit € := cos(6) + isin(f).

Proposition 3.34. Pour tous les réels 0y, 05, on a (@1102) = cif1¢i02

Proposition 3.35 (Formules d’Euler). Pour tout § € R, on a

cosf = (eie + e_w) et sinf = 21 (eie - e_w) )

1

N | —

Forme trigonométrique d’un complexe non nul Soit un nombre complexe non nul
z quelconque. On a alors z = \zlé Or, le module de iz est 1 donc il existe 0 dans R tel

que 75 = e d’o
z = |z]e = |z| (cos @ + isinf) .

Définition 3.36. Soit un complexe non nul quelconque z. On suppose que l’on peut écrire
z = pe avec p > 0. Alors, p est le module de z et § est son argument. On le note

0 = arg(z).

Remarque 3.37. On observe que l'on a €™ = 1 donc 'argument d’un complexe n'est pas
unique. Il est défini modulo 2.

Proposition 3.38. Pour tous z1, 29 € C, arg(z122) = arg(z;) + arg(zs) (mod 27)
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4 Polynomes

Dans cette section, on considére des polynémes sur R ou sur C. Ainsi, K désigne R ou C.

Définition 4.1. On appelle polynome a coefficients dans K et a une indéterminée X une
expression de la forme

P(X)=ap+ a1 X +aX*+ - +a, 1 X" " +a, X",

o n est un entier et ot les coefficients (a;)o<i<n sont des éléments de K.
Notation 4.2. On pose X°:=1. On a ainsi P(X) =Y  ja; X"

Définition 4.3. Si le polynome P est différent de 0 (c’est-a-dire s’il y a au moins un
coefficient non nul), on appelle degré de P le plus grand n tel que a, # 0 ; ce a,, étant alors
le coefficient dominant. Le degré de P se note deg(P). Par convention, deg(0) := —o0.

Notation 4.4. L’ensemble des polynomes a une indéterminée X dans K est noté K[X].

L’ensemble des polynémes a une indéterminée X dans K et de degré inférieur ou égal a n
est noté K, [X].

Définition 4.5. On procéde a la somme de deux polynémes, au produit par un scalaire d’un
polynéome et au produit de deux polynomes comme s’il s’agissait d’expressions algébriques
classiques.

Définition 4.6 (Dérivation formelle). On pose (X")' := nX"! pour tout n > 1. Et,
(X% = 0. On étend ensuite par linéarité en posant

P'(X):= Z na, X",
n>1

i P(X) = )_,50an X" 0t seuls un nombre fini de coefficients a,, sont non nuls.
Proposition 4.7. Soient P et Q deux élements de K[X]. Alors : (PQ) = P'Q + PQ'.

Théoréme 4.8 (Formule de Taylor). Soient zy € K, P € K[X]| avec deg(P) =n € N. On
a alors :

P//(x())XQ Lo P(n) (l’o)

2! n! X5

Définition 4.9. Soient P et Q) deuz éléments de K[X]. On, dit que Q divise P s’il existe
R € K[X] tel que P = QR.

Remarque 4.10. On ne note pas R = g vu que ce n’est pas forcément un polyndme.

Définition 4.11. On dit que deux polyndémes P et () sont premiers entre eux s’ils n’ont
pas de diviseurs communs de degré supérieur ou égal a 1.

Théoréme 4.12 (Division euclidienne). Soient A, B € K[X] avec B # 0. Alors, il existe
deux polynomes () et R tels que

e A=BQ+R.

e deg(R) < deg(B).
De plus, ainst définis, les polynomes (Q et R sont uniques. Le polynome Q) est le quotient
de la division de A par B et le polynome R s’appelle le reste de la division de A par B.
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Définition 4.13 (racine). Soient P € K[X] et a € K. Alors a est une racine de P si
P(a) = 0.

Proposition 4.14. Soient P € K[X] et a € K. Alors X — a divise P si et seulement si a
est une racine de P.

Définition 4.15. Sia est une racine de P, on appelle multiplicité de a le plus grand entier
n > 1 tel que (X — a)™ divise P. On dit alors que a est une racine d’ordre n de P.

Théoréme 4.16. Soit P € R[X]|. Alors ay,as,- -+ ,a, € K sont les racines de P d’ordres
respectifs supérieurs a mqy, Mg, -+ ,m, Si et seulement si

(X — )™ (X = a3)™ - (X - a,)™
divise P.

Corollaire 4.17. Si P est un polynome non constant de R[X], on peut écrire :

P(X) =\ (H (X — xk)a’“> X (H (X — 2Re(2) + |z€|2)64) :

k=1 /=1

oW AER, x4, 2 ER, 21, ,2, € C\R, ay, - ,an e N“ et By, , B, € N*.

5 Fractions rationnelles

Définition 5.1. Une fraction rationnelle F' sur K s’écrit F(X) = L? ot P et () sont

T
deuz polynomes de K[ X] avec Q # 0.

~

Définition 5.2. L’ensemble des fractions rationnelles se note K(X).

Définition 5.3. Si F = £, alors £ est appelé un représentant de F.

Q’ Q
Définition 5.4. Si F € K(X) est telle que F(X) = % ot Q # 0 et ou P est premier
avec @, alors le couple (P, Q) est unique a une constante (dans K) multiplicative non nulle
pres. Dans ce cas, on dit que g est un représentant irréductible de F'.
Définition 5.5. Soient F} := % et Fy = % deuz éléments dans K(X). On pose
PiQy + Py
Py + Fy = 127 200

L Q1Q>

et PP
F1 X F2 = 12 .
Q1Q2

Enfin, si A € K, alors A\Fy := %.
Définition 5.6. Soit une fraction rationnelle F(X) := %. Si F' £ 0, on appelle degré

de F' le nombre entier défini par

deg(F') := deg(P) — deg(Q) .

Et, si F' =0, on pose deg(F) := —o0.
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Définition 5.7 (Zéro). Soit F : g € K(X). On suppose que g est un représentant
irréductible. Alors toute racine du numérateur P est un zéro.
Définition 5.8 (Pole). Soit ' := g € K(X). On suppose que g est un représentant

irréductible. Alors toute racine du dénominateur () est un pole.

Théoréme 5.9 (Formule générale de la décomposition en éléments simples). Soit F' €

R(X) etxy,--- ,x, les pdles réels de F' d’ordres respectifs ay, -+ -, a,.. Soient 21,21, -+ , Zs, Zs
les poles complexes non réels de F' d’ordres respectifs 51, --- , 8s. F' s’écrit alors de maniére
unique

s B ;X + Cy,
F(X )+ Z (Z — 1)’ ) " Z (Z — 2deg(z¢) X + |Zf|2)j> |

ou E € R[X] est la partie entiere de F, Ay; € R pour tout k € [1;7] et j € [1; 4],
By, Coj € R pour tout £ € [1;s] et j € [1;B]-

En pratique, on regarde d’abord les poles simples réels. On suppose que Q(X) = (X —
xl)Q(X ) ol 21 n’est pas une racine de Q. Tl s’ensuit que z; est racine simple de Q. Alors :
F(X) = 2 4 E(x),

X —z
ou ¢ est une fraction rationnelle qui n’admet pas de pole en x;. Puis, en multipliant par
X — xq, il vient

A= 1im 2@
T—T1 Q( )

On fait de méme dans le cas des poles simples complexes On suppose que Q(X) =
(X2 —2Re(21)X + |21|2) Q(X) ot z; n'est pas une racine de Q. Il s'ensuit que 2 et Z7 sont
des racines simples de (). On a alors :

Bz +C = lim {j,(zl)

z—21 Q(zl) '

Comme (1, z1) est une base de C, on en déduit B et C.

Dans le cas des poles multiples réels on utilise la méme méthode avec le degré le plus
élevé. Puis on retranche ensuite ey )al aF (X ), on retrouve une fraction rationnelle sous
forme irréductible puis on recommence jusqu’a avoir épuisé entiérement la multiplicité de
x1. On fait de méme avec les poles complexes.

Pour gagner du temps, on peut aussi utiliser I'infini. Ainsi, si le degré de F' est négatif
strictement, on multiplie par X, on fait tendre X vers l'infini puis I'on en déduit

; Aga + ; By, = mh_)rgo zF(x).
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6 Matrices

6.1 Définitions

Une matrice est un tableau de nombres dans K (R ou C).

Définition 6.1. Soient n et p deux entiers strictement positifs. Un tableau rectangulaire
ayant n lignes et p colonnes et constitué d’éléments de K est appelé une matrice n X p a
coefficients dans K.

Notation 6.2. On utilisera les notations suivantes :

aip - Gy
ou ((li,j)lgign ou (%‘,j)i,j .
1<5<p
An1 *- Gnyp

Les a; j s’appellent les coefficients de la matrice. Etant donné un coefficient, le premier
indice est celui de la ligne tandis que le second est celui de la colonne. Ainsi, le coefficient
are se trouve a l'intersection de la k-ieme ligne et de la {-iéme colonne.

Définition 6.3. L’ensemble des matrices n X p a coefficients dans K est noté M,, ,, (K).

Définition 6.4. Une matrice telle que n = p est appelée une matrice carrée. L’ensemble
des matrices carrées se note simplement M,, (K).

Définition 6.5. Les coefficients a;; d’une matrice carrée s’appellent les coefficients diago-
nauz.

Définition 6.6. Une matrice carrée dont les coefficients non diagonaux sont nuls est ap-
pelée une matrice diagonale.

Définition 6.7. Une matrice de My, (K) est appelée une matrice ligne tandis qu’une
matrice de M,, 1 (K) est appelée une matrice colonne.

Définition 6.8. La matrice n X p dont tous les coefficients sont nuls est appelée matrice
nulle. On la note Opy, ,, voire 0 sl n’y a pas de confusion.

Définition 6.9. La matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1
est appelée matrice identité. La matrice identité de taille n est notée I,,.

6.2 Reégles de calcul

D’abord, la somme de deux matrices se fait terme a terme; ce qui suppose qu’elles
aient le méme nombre de lignes et le méme nombre de colonnes. Le produit de A € K et
de A e M,,, (K) est la matrice B := AA ou b;; = Aa;; pour tout ¢, j.

Définition 6.10 (Produit de deux matrices). Si A € M,,, (K) et si B € M, ,(K), alors
le produit de A par B, que 'on note AB est défini comme étant la matrice C € M,, , (K)
telle que ¢; j :=> v_ a;xby;, 1 € [L;n] et j € [1;4].
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6.3 Inverse d’une matrice

Définition 6.11. Soit A € M,, (K). On dit que la matrice A est inversible s’il existe une
matrice B de M,, (K) telle que AB = BA = I,,. L’inverse B est unique et on le note A™".

Proposition 6.12. Pour toute matrice inversible A, on a (A™1)™1 = A. Si A et B sont
deur matrices inversibles et de méme taille n, alors (AB)™' = B~1A~1.

Proposition 6.13. Soit D une matrice diagonale de taille n. On suppose que chacun des
coefficients diagonauz d;; est non nul. Alors D est inversible et son inverse est D™' la
matrice diagonale dont le i-éme coefficient diagonal est dL

6.4 Transposée d’une matrice

Définition 6.14. Soit A = (a;;)i; € My ,(K). Alors, on appelle transposée de A et on
note AT la matrice définie comme suit

AT = (aj)1<5<p € M, (K).
1<i<n

Proposition 6.15. Pour toute matrice A € M, ,(K), on a (AT)T = A.

Proposition 6.16. Soient deux matrices A et B dans M, ,(K). Soit o € K. Alors (A +
B)T = AT + BT et (aA)T = aAT. Soient aussi C € M, ,(K) et D € M, ,(K). Alors
(CD)T = DTCT. De fait, on a (CT)™t = (C1)T.

7 Etude de espace vectoriel R”

Un élément de R™ est appelé vecteur de R"™. Quand un ensemble a une structure, on
regarde les sous-ensembles avec des structures similaires.

7.1 Sous-espaces vectoriels de R"

Définition 7.1. Un sous-espace vectoriel E de R™ est un sous-ensemble de R™ tel que
e Pour tout u,v € E, on au+v € E.
e Pour tout u € E et pour tout « € R, on a au € E.
o Le vecteur nul Opn est un élément de E.

En d’autres termes, I’ensemble [E C R™ est un sous-espace vectoriel de R” s’il est stable
par ’addition, par la multiplication par tout réel et s’il contient le vecteur nul.

Définition 7.2. Si E et F sont deux sous-espaces vectoriels de R™ tels que F C E, alors
on dit aussi que IF est un sous-espace vectoriel de IE.

7.2 Combinaison linéaire

Définition 7.3. Soient vy, -- , v, k vecteurs de R™. On appelle combinaison linéaire des
v, i € [1;k] tout vecteur v € R™ s’écrivant v = aivy + -+ + agpvy 04 a; € R pour tout
i € [1;k]. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de la famille {vq,--- v} est
noté Vect (v, - -+ ,vg). 1l s’agit d’un sous-espace vectoriel de R™.
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Définition 7.4. La famille de vecteurs {vy,--- vy} est dite liée (ou linéairement dépen-

dante) s’il existe des réels aq,--- ,ax non tous nuls tels que ajv; + -+ + apvr, = Ogn.
Une famille qui n'est pas liée est dite libre c’est-a-dire que {vy,--- v} est libre si l’égalité
101 + - - - v = Ogn implique oy = - - - = ay, = 0.

7.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Proposition 7.5. Soient E et F deux sous-espaces vectoriels de R™. Alors ENTF est aussi
un sous-espace vectoriel de R™.

Il est essentiel de bien comprendre que ce qui est vrai pour l'intersection ne 'est pas
pour la réunion.

Définition 7.6. Soient E et F deux sous-espaces vectoriels de R™. On définit la somme
de E et de F comme étant E+F :={e+ f : e E, f € F}. Cet ensemble E + F est un
sous-espace vectoriel de R™.

Définition 7.7 (Produit cartésien). Soient E et F deux sous-espaces vectoriels de R™. On
définit le produit de E et de F comme étant E x F :={(e, f) : e€ E, f € F}. C’est alors

un sous-espace vectoriel de R*"

7.4 Supplémentaire

Définition 7.8. Soit F un sous-espace vectoriel de R™. Soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires dans E si tout vecteur de E s’écrit
de maniére unique comme étant la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. On écrit
alors E=TF & G.

Proposition 7.9. Soit E un sous-espace vectoriel de R™ et F et G deux sous-espaces
vectoriels de E. Alors, E=F & G si et seulement si

e E=F+G.

[ J ]F N G - {ORn}.

Remarque 7.10. Il n’y a pas unicité du supplémentaire.

7.5 Bases, dimension

Définition 7.11. Soit {vq,-- , v} une famille de k vecteurs de E un sous-espace vectoriel
de R™. On dit que {vy,--- , v} est génératrice de E si l'on a E = Vect (v, -+, vg).

Définition 7.12. Soit E un sous-espace vectoriel de R™. Alors, on dit que la famille
{v1,+- , v} est une base de E si elle est libre et si elle est génératrice de E.

Proposition 7.13. Soit E un sous-espace vectoriel de R™ et soit {vy,- - , v} une base de
E. Tout vecteur v € E s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs
de la base {vy,--- ,vx}.

Théoréme 7.14. Toutes les bases d’un méme sous-espace vectoriel E de R™ ont le méme
nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé la dimension de E. La dimension de E est notée
dim E et par convention, on pose dim {Ogn} = 0.
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Proposition 7.15. Soit E un sous-espace vectoriel de R"™ de dimension k. on dispose des
deux propriétés admises suivantes :

e i les vecteurs eq, - - , ey forment une famille libre, alors { < k. Si de plus ¢ =k, ils
forment une base.
o 51 les vecteurs fi,---, fp, forment une famille génératrice de E, alors p > k. Si de

plus p = k, ils forment une base.

Corollaire 7.16. Soient E et F deux sous-espaces vectoriels de R™ avec F C E. St dimE =
dimF, alors E=T.

Proposition 7.17. Soient E et F deuz sous-espaces vectoriels de R"™. Alors :

dmE+F=dmE+dimF —dmENTF.
Notamment, si E et F sont supplémentaires, dimE & F = dimE + dimF.

8 Espaces vectoriels

Définition 8.1. Un R-espace vectoriel est un ensemble |E muni de deux opérations :

+ : ExXE—E
RxE-—E

vérifiant les propriétés suivantes :

e Pourtousz,y,z€E:o+y=y+zvetx+(y+z) =(x+y)+=z.

o [l existe Og € E tel que x + Og = Og + & = x pour tout x € [E.

o Pour tout x € E, il existe y € E tel que v +y =y + 2 = Og.

e Pour tous les éléments x et y de E et pour tous les scalaires o et 5 de R, on dispose
delax =z, (a+p)ex=ax+ .z, (af)r=a (f.x) et a(x+y) =ax+ ay.

Définition 8.2. Les éléments de E sont appelés des vecteurs.

Notation 8.3. On écrit a.x =: ax pour simplifier et s’il n’y a pas d’ambiguité, on posera
0 := 0g. De plus, si x ety sont deux vecteurs tels que x +y = 0, on notera —x :=y.

8.1 Espaces vectoriels de dimension finie

Tout ce qui a été vu dans la section précédente s’étend aux espaces vectoriels de di-
mension finie, c’est-a-dire aux espaces vectoriels admettant une base de cardinal fini.

Ainsi, bien que les vecteurs d’un espace vectoriel abstrait de dimension finie ne soient
pas des éléments dans lesquels les calculs sont a priori simples, dés que ’on connait une
base, tout se passe comme si ’on était dans I'espace vectoriel R”.

On fait les calculs avec les coordonnées des vecteurs en les mettant dans des vecteurs
colonnes de R™.
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8.2 Espaces vectoriels de dimension infinie

Remarque 8.4. On peut étendre a peu prés toutes les notions vues précédemment mais il

convient de noter qu’une combinaison linéaire d’une famille (e;);en+ est un vecteur de la
o N . .

forme Y~ cie; ot seuls un nombre fini de coefficients a; sont non nuls.

Définition 8.5. On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il existe une famille
génératrice finie de E. St tel n'est pas le cas, on dit que E est de dimension infinie.

Théoréme 8.6. Tout espace vectoriel admet une base.

9 Applications linéaires

Nous avons vu que les éléments des espaces vectoriels pouvaient étre additionnés entre
eux ainsi que multipliés par des éléments de R. Il est ainsi logique de s’intéresser a des
applications qui sont compatibles avec ces opérations.

Définition 9.1. Soient deux espaces vectoriels : E et F. Soit une application f de E dans
F. On dit que f est linéaire si pour tous les éléments x ety de E et si pour tous les éléments

a et fdeR, on a f(az+ By) = af(z) + B (y).

Remarque 9.2. Si f est une application linéaire d’un espace vectoriel E dans un espace
vectoriel F, alors f(0g) = Op.

Proposition 9.3. Soit A une matrice m x n a coefficients réels. Alors, l'application Ty
définie par

Ty, : R"—R™
x = Ta(z) = Ax,

est une application linéaire de R™ dans R™.

Théoréme 9.4. Soient m,n € N*. Soit f une application linéaire de R™ dans R™. Alors,
il existe A € My, o(R) telle que f = Txy.

Remarque 9.5. Comme il y a une correspondance bijective entre tout espace vectoriel
de dimension n et R™, et de méme entre tout espace vectoriel de dimension m et R™, le
théoreme précédent s’étend aux applications linéaires d’un espace vectoriel de dimension
finie quelconque dans un espace vectoriel de dimension finie quelconque.

9.1 Quelques exemples d’applications linéaires
9.1.1 L’identité

On se donne la matrice I,,. Alors 'application 77, de R™ dans lui-méme est une appli-
cation linéaire. D’ailleurs, on a méme 77, = Idg» avec Idg~(z) := x pour tout z € R".
9.1.2 Les homothéties

On se donne A € R. Alors, I'application Ty;, de R"™ dans lui-méme est une application
linéaire. Il s’agit de Aldgn.
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9.1.3 Les projections

Soit un espace vectoriel E. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que
E=FaG.

On introduit la projection p de E sur F parallélement & G comme étant 'application
quiax = f+g (o f €F et ge G sont uniques) associe f. Alors, la projection est une
application linéaire et on remarque p(p(x)) = p(z) (ou p* = p).

Remarque 9.6. La notion de projection intervient naturellement dans les probabilités.
Ainsi, Uapplication qui a une variable aléatoire réelle X associe son espérance est une
application linéaire de type projection. En effet, E(E(X)) = E(X).

9.1.4 Les symétries

Avec les mémes hypothéses qu’au paragraphe précédent, on pose o(f +g) = f — g.
Alors, la symétrie est une application linéaire. On remarque par ailleurs o(o(z)) = x.

9.2 Vocabulaire

Définition 9.7. Soient E et F deux espaces vectoriels (non nécessairement de dimensions
finies). L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L (E,F).

Définition 9.8. Une application linéaire de E dans E est un endomorphisme. L’ensemble
des endomorphismes de E est noté L(E).

Définition 9.9. Une application linéaire bijective de E dans F est appelée un isomor-
phisme.

Définition 9.10 (Noyau et Image). Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit une ap-
plication linéaire f de B dans F. On définit le noyau de f comme étant l’ensemble des
éléments de x € | tels que f(x) = Op. Le noyau est noté Ker(f). On définit 'image de f
comme étant l’ensemble des éléments f(x) € F ou x € E. L’image est notés Im(f).

Remarque 9.11. On peut prouver facilement que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de
E tandis que Im(f) = f(E) est un sous-espace vectoriel de F.

Définition 9.12. On définit le rang d’une application linéaire comme étant la dimension
de son image : rg(f) := dimIm(f). Et, on définit le rang d’une matrice A comme étant le
rang de l’endomorphisme associé Ty.

9.3 Propriétés des applications linéaires

Proposition 9.13. Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit une application linéaire f
de E dans F. Alors f est injective si et seulement si Ker(f) = {Og}.

Proposition 9.14. Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit une application linéaire f

de E dansF. Si B :={ey, - ,e,} est une base de E, alors Im(f) = Vect (f(e1),--- , f(ep)).

Corollaire 9.15. Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit une application linéaire f de
E dans F. Si dimE < oo, alors dimIm(f) < dimE < oc.
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Théoréme 9.16 (Théoréeme du rang). Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit une
application linéaire f de & dans F. Alors, st dimE < oo, nous avons [’égalité

dimE = dim Ker(f) + dim Im(f) .

Définition 9.17. On dit que deux espaces vectoriels E et F sont isomorphes s’il existe un
1somorphisme ¢ de E dans .

Corollaire 9.18. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies. Alors, ils
sont isomorphes si et seulement st dimE = dimF.

Proposition 9.19. Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit une application linéaire f
de E dansF. On suppose dimE = dimF < oco. Alors f est un isomorphisme si et seulement
si la matrice A qui lui est associée relativement a une base Bg de E et a une base Bp de
F est inversible. De plus, 'application réciproque f~1 est linéaire de matrice associée A™",
pour les mémes bases.

9.4 Formes linéaires

Définition 9.20. Soit E un espace vectoriel. Si f est une application linéaire de E dans
R, on dit que f est une forme linéaire sur E.

Cette notion est cruciale en théorie des distributions, une distribution n’étant rien
d’autre qu’une forme linéaire continue sur un espace vectoriel particulier.

Proposition 9.21. L’espace des formes linéaires sur E est isomorphe a & lorsque E est
de dimension finie.

Dans les cours de traitement du signal en école d’ingénieurs, vous étudierez le dual de
I’ensemble des fonctions de classe C*> & support compact. Vous aurez également 1’occasion
de travailler sur le dual des fonctions & décroissance rapide.

9.5 Espaces affines

Un espace affine est un ensemble § tel qu’il existe un espace vectoriel Sy qui vérifie
x—1y €Sy pour tout z,y € S. On le notera par exemple o + Sy ot xy est n’importe quel
élément de S.

10 Déterminant

10.1 Point de vue théorique
Notation 10.1. Le déterminant d’une matrice A est noté Dét(A).

On admet Dét(A) = Dét(AT).
Théoréme 10.2. Soient deux matrices A et B de taille n x n. Alors :
Dét(AB) = Dét(BA) = Dét(A)Dét(B) .

Théoréme 10.3. La matrice A est inversible si et seulement si Dét(A) # 0.
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Définition 10.4. Deux matrices A et A’ de taille n x n sont semblables s’il existe P €
M, (K) inversible et telle que A’ = PAP™!.

Remarque 10.5. Deuz matrices semblables ont méme déterminant.

Proposition 10.6. Soit un endomorphisme f de E avec dimE = n. Alors, si A est la
matrice de f dans une base B et si A" est celle de f dans une autre base B', on en déduit
que A et A" sont semblables. Alors le déterminant de la matrice associée ne dépend pas de
la base choisie. Ce déterminant commun sera appelé le déterminant de I’endomorphisme.

Comment calculer un déterminant ?

Dét(A) = > (o) Haw . (7)

O’ES’n

Cette formule a un intérét particulier : elle montre qu’il y a une somme de n! termes
pour obtenir le déterminant. En effet, le cardinal de I’ensemble des permutations d’un
ensemble a n éléments, S, est n!l. Ici, €(0) est la signature de la permutation o.

10.2 Point de vue pratique

La formule calculatoire n’est pas pratique a mettre en ceuvre. On procéde donc
autrement en situation réelle.
Soit a € K. On pose A := (a) la matrice de taille 1 x 1. Alors, Dét A = a.

Notation 10.7. En dimension supérieure ou égale a 2, on écrit

al,l e al,p al,l e al,p
Dét oo, =: :
an71 DEREY an,p an’l e an’p
. Ry a b
Soient a, b, ¢, d quatre éléments de K. On a alors q1= ad — be.
c

La méthode de Sarrus permet de calculer simplement et & coup stir le déterminant d’une
matrice de taille 3 x 3.

11 Aair2 a3 Ly
On se donne une matrice A = | ag1 ag2 ag3 Lo .
azi aszz ass L

On réécrit les lignes Ly et Lo en dessous de la ligne Ls. Puis on somme les trois diagonales
qui ont la forme \ avant de retrancher les trois diagonales qui ont la forme /.

Remarque 10.8. [ est important de préciser que la méthode de Sarrus ne fonctionne

qu’en dimension trois et jamais en dimension supérieure ou €gale a 4.

10.3 Calcul pour une matrice de taille quelconque
10.3.1 Si la matrice est diagonale ou triangulaire

Le déterminant d’une matrice diagonale (ou triangulaire) est le produit de ses éléments
diagonaux.
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10.3.2 Opérations élémentaires sur les lignes

On se sert ici du caractére alterné du déterminant ainsi que de sa linéarité.
En effet, si on prend i et j tels que 1 < i < 7 < n ainsi que n vecteurs Vi ---V,, de R,
alors quel que soit le scalaire A € R, on a
Dét (‘/17 T a‘/;'717Vi + )\VJ7 ‘/;4»17 tee 7‘/}71avj7 ‘/j+17 e 7Vn)
= Dét (‘/15 e 7‘/;'—1avi7 ‘/:H—la e 7‘/}—1an7 ‘/}—&-17 T aVn) .
Les recommandations faites pour les opérations sur les lignes et les colonnes sont les
mémes que celles faites pour le pivot de Gauss, voir la page [28]
On peut également permuter les lignes et les colonnes mais en n’oubliant pas de mul-

tiplier par —1 & chaque fois qu’on échange deux lignes (ou deux colonnes). Grace a la
linéarité du déterminant sur chacun des n vecteurs, on peut aussi factoriser.

Remarque 10.9. [l est important de ne pas oublier que l'on a Dét (A x A) = A"Dét (A).

Les opérations ¢lémentaires sur les lignes et les colonnes de la matrice permettent avant
tout de simplifier. C’est pourquoi son utilisation se doit d’étre judicieuse. De maniére
générale, le but est d’avoir le plus de 0 possible.

10.3.3 Développement par rapport a une ligne

Soit une matrice A de taille n > 2 dont les coefficients sont a; ; (ligne 7 et colonne j).
Définissons maintenant la matrice A%/ comme étant la matrice obtenue si 1'on retire la
ligne i et la colonne j. Alors, on dispose de la formule :

Dét (A) = Y a;;(—1)"7Dét (A™).

Cette méthode fonctionne en toute dimension.

11 Systémes linéaires

Le probléme est le suivant. On se donne une matrice A a n lignes et a p colonnes ainsi
qu'une matrice B a n lignes et a une colonne et I'on cherche a résoudre I’équation linéaire

AX =B,
ol X est un vecteur colonne a p lignes de la forme X := ( Ty Ty Ty )T.
On cherche tous les vecteurs colonnes qui satisfont 1'égalité AX = B. En d’autres

termes, on considére un systéme de n équations & p inconnues et chaque équation est
linéaire en chacune des p inconnues :

1171 + a1 2T2 -+ a1 ,T, = by
a21%1 + A29T9 " -+ + a2 pTp = b2
Qp,1T1 + Qp 22" " + Qpplp = bn
Ce systéme est linéaire car chaque équation est de la forme az +by+cz+dt = e (si p = 4).

En particulier, il ne figure ni produit, ni puissance des inconnues.

On va ici décrire une méthode systématique et rapide de résolution de ce type de
systémes : le pivot de Gauss. En effet, il faut éviter la méthode de la substitution dés que
le nombre d’équations et d’inconnues dépasse trois.
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11.1 Approche de la méthode du pivot

Pour appréhender la méthode, on va l'illustrer avec 'exemple (Sp) :

+ vy + z + t =
+ 2 + 3z + 4t =
+ 4y + 9z + 16t =
+ 8y + 27z + 64t =

(So) :

8 8 8 8
o > N O

On commence par numéroter les équations de 1 a 4 et pour améliorer le confort de
la lecture, on présente comme suit. On forme le tableau des coefficients du systéme, en
séparant les coefficients du second membre par une ligne verticale :

11 1 1]0 (B
12 3 4|2 (B
14 9 164 (B
1 8 27 64|8  (Ey)

On choisit le premier élément de la premiére ligne (qu'on encadre), appelé premier pivot.
On conserve la ligne correspondante (ici, la premiére) et on soustrait a chacune des autres
le multiple adéquat de la premiére de maniére & annuler le coefficient dans la premiére
colonne. Ainsi, on obtient le tableau

1 1 11]0 (B):=(E)

0 1 2 3|2 ()= (k) (E)
0 3 8 15|4  (E}) :=(F3) —(E)
0 7 26 638 (B :=(Ey) —(Fy)

On choisit alors un deuxiéme pivot, a savoir 1’élément a la deuxiéme colonne et a la
deuxiéme ligne, qu’on encadre. Puis, on élimine les coefficients de cette colonne dans les
trois autres lignes, comme précédemment. Pour ne pas oublier qu’on a déja utilisé un pivot
dans la premiére ligne, on laisse I’encadrement autour du premier élément de la premiére
ligne. On obtient alors

0 -1 =2|-2 (EY):=(E]) — (E})

0 2 32 (BEy):=(Ey

0 0 2 6 |-2 (BY):=(E)—3x(E)
0 0 12 42|—6 (EY):=(E)—7x (E)

On choisit maintenant le troisiéme élément de la troisiéme ligne comme pivot :

0 0 1 |=3 (B)):=(E)+3(E)
0 0 =34  (BY):=(Ey)— (EY)

0 0 6 | -2 (BEY):=(EY)

0 0 0 6|6 (EY):=(E)—6x(E)

Enfin, on choisit le quatriéme élément de la quatriéme ligne comme pivot :

00 0|4 (B")=(BY) - LB
0 [ 0 0|7 ()= B+ HE
0 0 [ 0|-8 (Ey)= (B - (B
00 o [6ll6 (B =B



La réduction du tableau est achevée (on ne peut plus choisir de nouveau pivot). On peut
alors réécrire le systéme transformé correspondant :

x = —4 (B
. y = 7 (B

(84) : 24 = _—8 (Eé”/) )
66 = 6 (B

et 'on termine facilement la résolution du systéme.

Remarque 11.1. Dans cet exemple, on a pris tous les pivots sur la diagonale et dans
lordre. Ce n’est pas toujours le cas.

11.2 Reégles de choix des pivots

Reégle un : Ils sont choisis dans la partie & gauche du trait vertical dans le tableau.
Régle deux : Un pivot maximum par ligne et par colonne.
Reégle trois : Un pivot doit correspondre a un élément non nul du tableau.

Dans le respect de ces régles, tous les choix sont possibles, et il y a donc de multiples
variantes suivant le choix des pivots. Si ’on cherche une résolution exacte (comme c’est le
cas ici, on choisit généralement les pivots les plus simples possibles). Au contraire, en ana-
lyse numérique ou les calculs sont approchés, on prend les pivots les plus grands possibles
(en valeur absolue). La réduction du tableau des coefficients est terminée lorsqu’on ne peut
plus choisir un nouveau pivot en respectant les régles ci-dessus.

11.3 Remarques finales

Les équations correspondant aux lignes ot figure un pivot sont appelées “équations prin-
cipales”. Les autres, celles correspondant aux lignes ot ne figure pas de pivot sont appelées
“équations auxiliaires”. Symétriquement, les inconnues correspondant aux colonnes ou fi-
gure un pivot sont appelées “inconnues principales” et les autres sont appelées “inconnues
auxiliaires”.

Ce sont les équations auxiliaires qui servent pour discuter de l'existence de solutions.
Ces équations n’ont que des 0 dans la partie gauche du tableau. Si le terme de droite est
nul dans une équation auxiliaire, I’équation peut étre supprimée.

Si le terme est non nul, le systéme n’admet tout simplement pas de solution.

11.4 Comment inverser une matrice ?

On peut aussi utiliser le pivot de Gauss pour inverser les matrices carrées quand elles
sont inversibles. Pour ce faire, on utilise la méme méthode mais, a droite du trait vertical,
on met la matrice identité. Ensuite, on fait subir & la matrice a droite du trait vertical
les mémes transformations que celles que I'on applique a la matrice & gauche. Quand la
matrice a gauche est devenue I'identité alors la matrice de droite est I'inverse de la matrice
initiale.

12 Formes quadratiques

On se place sur R.
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12.1 Définitions

Définition 12.1 (Forme bilinéaire symétrique). Une forme bilinéaire symétrique B sur un
espace vectoriel E est une application de E X E dans R vérifiant les propriétés suivantes :
e B est symétrique : B(x,y) = B(y,x) pour tous x,y € E.
e B est linéaire a droite : B(x, A\y1 + y2) = AB(z,y1) + B(x,ys) pour tout A € R et
pour tous yi,ys, x € E.
e B est linéaire a gauche : B(Axy + xa,y) = AB(x1,y) + B(x2,y) pour tout A € R et
pour tous xy,xo,y € K.

Définition 12.2 (Formes quadratiques). A toute forme bilinéaire symétrique B, on peut
associer une forme quadratique q de B dans R définie par q(z) := B(x, x).

Remarque 12.3. La forme bilinéaire symétrique B dont la forme quadratique q est issue
est unique. Si q est une forme quadratique issue de B, on dit que B est la forme polaire de

q.

Définition 12.4. Soit B une forme bilinéaire symétrique B sur un espace vectoriel E. On
dit que B est positive si pour tout x € B, q(z) = B(x,z) > 0.

Proposition 12.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si B est une forme bilinéaire symétrique
positive, alors pour tous x,y € K, on a

B(z,y)* < q(z)q(y) .

Définition 12.6. On dit que la forme bilinéaire symétrique B sur E associée a la forme
quadratique q est définie positive si B(x,z) = q(x) > 0 pour tout x € E avec x # 0.

Remarque 12.7. La covariance (sur L*(Q)) n’est pas définie positive mais elle est positive.

12.2 Espaces Euclidiens

Définition 12.8. Soit E un espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute ap-
plication ¢ de E x E dans R avec o(x,y) = (x;y) telle que
e o est symétrique : (x;y) = (y; ) pour tous x,y € E.
o o est bilinéaire : (A\x1 + T2;y) = A (x1;y)+(T2;y) et (x5 y1 + y2) = A (x;91) +(x; y2)
pour tous x,y,x1, T2, Y1,y € E et A € R.
e © est définie positive : (x;x) > 0. De plus, (z;x) =0 si et seulement si x = 0.

Ainsi, un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Définition 12.9. On note ||z|| := /(z;z) pour tout x € E.

Définition 12.10. L’espace vectoriel E muni du produit scalaire ¢ est appelé un espace
préhilbertien réel.

On peut remarquer que l'application z + ||z|| est bien une norme sur E. Enfin, la
norme se déduit du produit scalaire et réciproquement :
1 2 2 2 1 2 2
(wiy) =5 (ke +ylP* = N2l = [lwlP) = 7 (e + 9l = [le = wIl*) .

Définition 12.11. Un vecteur x de E est dit unitaire si ||z|| = 1. Deux vecteurs x ety de
E sont orthogonauzx si (x;y) = 0. Une famille (x;);c; de vecteurs de E est dite orthogonale
si pour tous i,j € I avec i # j, on a (x;;x5) =0
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Proposition 12.12. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Proposition 12.13. Pour toute famille orthogonale (z;);cr, on a la relation de Pythagore :

[z o |17 = Nl o [ |

Définition 12.14. La famille de vecteurs (x;);e; est orthonormale si ¢’est une famille

orthogonale de vecteurs unitaires.

Remarque 12.15. Toute famille orthonormale est libre. Mais, elle n’est pas forcément
une base.

Définition 12.16. Deux sous-espaces vectoriels F et G de l’espace préhilbertien réel E sont
dits orthogonauz si pour tout (z,y) € F x G, (z;y) = 0.

Remarque 12.17. Si les espaces vectoriels F et G sont orthogonauz, F(G = {0}.

Définition 12.18. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. L’orthogonal de F est le sous-
espace vectoriel de E défini par F+:={y € E : Vo € F,(z;y) = 0}.

Remarque 12.19. En dimension infinie, F et F+ ne sont pas forcément supplémentaires.

Définition 12.20. Deux sous-espaces vectoriel F et G sont dits supplémentaires orthogo-
naur siE=F® G et G =F*.

Définition 12.21. Un espace euclidien est un espace vectoriel préhilbertien réel de dimen-
sion finie.

Théoréme 12.22. Soit un espace euclidien E. Alors, toute forme linéaire f sur E peut
étre représentée de maniére unique comme suit :

f(z) = (x;a) ,

ot a € E.

Remarque 12.23. On en déduit qu’il existe un isomorphisme canonique entre E et son
dual (le dual de E étant l’'ensemble des formes linéaires sur E ).

Théoréme 12.24. Soit E un espace préhilbertien réel de dimension finie ou infinie. Soit
F un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors, l’orthogonal de F, noté F+ est un
supplémentaire de F dans E. On en déduit que tout élément x de E admet un projeté
orthogonal pr(x) sur F. Et, si (e1,--- ,e,) est une base orthonormale de F, alors pp(x) =

ZL (z;€5) €.

I1 convient de comprendre que ceci est a la base des séries de Fourier (dans le cas d'une
décomposition a l'aide de sinus et de cosinus).

12.3 Espaces Hermitiens

Ici, le corps de base est C. Tout est similaire au cas réel a la différence que la linéarité
a droite devient une semi-linéarité : B(z, A\y) = \*B(z,y). On peut ici penser a la fonction
d’auto-corrélation pour des signaux complexes, voir le cours de Signaux Discrets et Aléa-
toires. On parlera ici d’espaces préhilbertiens complexes, lesquels deviennent des espaces
vectoriels hermitiens s’ils sont de dimension finie.
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13 Suites numériques

Nous commencons par quelques rappels fondamentaux. L’ensemble des entiers naturels
est noté N, celui des entiers relatifs est noté Z et celui des rationnels est noté Q. Enfin,
I’ensemble des réels est noté R.

Remarque 13.1. OnaNCZ C Q C R.

On parlera aussi briévement des suites de nombres complexes donc on rappelle que
'ensemble des complexes est noté C et que i € C mais i ¢ R, ou i* = —1.

Définition 13.2. Soit x un nombre réel. Alors, la valeur absolue de x, que l’on note |x|
est définie comme étant x st x >0 et —x si v < 0.

Proposition 13.3. D’abord, |x| > 0 pour tout x € R. Ensuite, |x| = 0 si et seulement si
x = 0. De plus, pour tous x,y € R, on a |z +y| < |z| + |y| et |zy| = |z||y|.

Remarque 13.4. Soit a > 0. Alors, pour tout x € R, on a l’équivalence :
lz| <ae —a<z<a.

Définition 13.5. La partie entiére de x est notée |x| et c’est l'unique élément de 7 tel
que |z] <z < |z]+1.

Remarque 13.6 (Attention aux nombres négatifs). La partie entiére de —2.5 n’est pas
—2. On a en effet |—2.5] = —3.

13.1 Borne supérieure et borne inférieure

Définition 13.7. Soit A C R. On dit que M est un majorant de A si pour tout a € A,
a < M. On dit qu’une partie A de R est majorée si elle admet un majorant.

Définition 13.8. On dit que m est un minorant de A C R si pour tout a € A, m < a. On
dit qu’une partie est minorée lorsqu’elle admet un minorant.

Définition 13.9. Une partie a la fois majorée et minorée est dite bornée.

Remarque 13.10. Une partie A de R est bornée si et seulement s’il existe R € Ry tel
que pour tout a € A, on a |a] < R.

Définition 13.11. On dit que M est le plus grand élément de A si M € A et si M est un
magorant de A. On le note alors max A.

Définition 13.12. On dit que m est le plus petit élément de A si m € A et si m est un
minorant de A. On le note alors min A.

Définition 13.13 (Borne supérieure). Soit A une partie majorée de R et soit My en-
semble de ses majorants. On appelle borne supérieure de A le plus petit élément de My.
La borne supérieure de A est notée sup A.

Remarque 13.14. Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

Définition 13.15 (Borne inférieure). Soit A une partie minorée de R et soit ma l’ensemble
de ses minorants. On appelle borne inférieure de A le plus grand élément de my. La borne
inférieure de A est notée inf A.
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Remarque 13.16. Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Proposition 13.17. Soit A C R. Alors M = sup A si et seulement si
o M est un majorant de A : pour tout a € A, a < M.
o Pour tout € > 0, il existe a. € A tel que M — € < a.

Il faut se familiariser avec la tournure Ve > 0 4. Elle revient sans cesse en analyse.

Proposition 13.18. Soit A C R. Alors m = inf A si et seulement si
e M est un minorant de A : pour tout a € A, m < a.
e Pour tout € > 0, il existe a. € A tel que a. < m + €.

13.2 Suites de nombres réels
Définition 13.19. Une suite dans R est une application de N dans R.

Remarque 13.20. Une suite peut éventuellement ne pas commencer a 0 mais a 1 voire a
ng € N quelconque. On parlera quand méme de suite.

Définition 13.21. Soit une suite (u,)p>n,- Alors, u,, est le premier terme de la suite et
on dira que u, est le terme général de la suite (Up)p>n,-

Définition 13.22. Une suite (u,), est dite majorée si [’ensemble

Ay ={u, : n>np}

est majoré, c’est-a-dire sl existe M € R tel que u, < M pour tout n > nyg.
De méme, la suite de terme général u,, est minorée si A, est minoreé.

Définition 13.23. Une suite a la fois majorée et minorée est dite bornée. Cela signifie
qu’il existe R > 0 tel que |u,| < R pour tout n > nqg.

Définition 13.24. Une suite u est dite croissante si pour tout n > ng, on a U, < Uyyq1. St
[inégalité est stricte, la suite est strictement croissante.

Définition 13.25. Une suite u est dite décroissante si pour tout n > ng, on a Uy > Uy
St linégalité est stricte, la suite est strictement décroissante.

Définition 13.26. On dit que la suite u est convergente s’il existe £ € R qui satisfait

Ve >0 3IN.>mng telque VYn> N.,ona |u, —{| <e. (8)
Définition 13.27. Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
Proposition 13.28. Si la suite u est convergente vers {1 € R et vers lo € R, alors {1 = (5.

On a donc bien 'unicité de la limite £ si elle existe. Ainsi, on notera

lim u, =/¢.
n—-4o00

Proposition 13.29. Toute suite convergente est bornée.

Théoréme 13.30. Soient (up)n>n, €t (Un)n>n, deus suites réelles. On suppose que l'on a

lim w,=4¢ e lim v, =1/{.
n—400 n—-4o00

Alors, on dispose des convergences suivantes.
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e lim un—i—vnzﬁl—i—fg.
n—-+00

e Pour tout a € R, on a lim au, = al;.
n—-+00

e lim UnpUy = 6162.
n—-+00

u l
e Si de plus v, # 0 pour tout n > ng et si lo #0, on a lim o=
n—+o0 Uy gg

Définition 13.31. On dit que la suite u diverge vers +o00o si
VH >0 dNyg >mng tel que ¥Yn> Nyg,on au, > H. 9)

On note alors lim wu, = 4+oco.
n—+400

Par abus de langage, on dira parfois que u converge vers +oo.

Définition 13.32. On dit que la suite u diverge vers —oo si

VH >0 dNy >ng telque ¥Yn> Ng,onau, <—H. (10)
On note alors lim w, = —o0.
n——+o00

Par abus de langage, on dira parfois que u converge vers —oo.

Théoréme 13.33. Soit u une suite réelle croissante et majorée. Alors, u, converge vers
sup u, =:sup{u, : n>ng}.

n>ng

Remarque 13.34. Soit u une suite croissante non majorée. Alors elle diverge vers +oo.
De méme, une suite décroissante non minorée diverge vers —oo.

Proposition 13.35. Soit A C R. Alors, M = sup A si et seulement si M est un majorant
de A et s’il existe une suite (ap)n>n, telle que pour tout n > ng, on a a, € A et de plus

lim a, = M. De méme, m = inf A si et seulement si m est un minorant de A et s’il
n—+0o0o

existe une suite (ap)n>n, telle que pour tout n > ng, on a a, € A et de plus lir}rl an = Mm.
- n—-+400

Théoréme 13.36 (Principe des gendarmes). Soient trois suites réelles u, v et w définies

a partir du rang ng. On suppose que pour tout n > ng, on a u, < v, < w, et de plus

lim wu, = lim w, =/{. Alors, v converge vers (.
n——+00 n——+0oo

Proposition 13.37. Soient trois suites réelles u, v et w définies a partir du rang ng. On
suppose que pour tout n > ng, on a u, < v, < w,. St lim wu, = +oo, alors lim v, =

n—-+4o0o n—-+o0o
lim w, = +o00. Si au contraire lim w, = —oo, alors lim v, = lim wu, = —o0.
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o

Proposition 13.38. Soient deux suites réelles u et v définies a partir du rang ng. On
suppose u, < v, pour tout n > ng. Egalement, on suppose lim w, =¥, et lim v, = {s.

n——+oo n—-+0o
Alors 11 < Us.

13.3 Suites particuliéres

On présente ici quelques familles particuliéres de suites ; auxquelles on s’adosse autant
que possible.
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13.3.1 Suites arithmétiques

La suite u est arithmétique de raison a # 0 si 'on a u,.1 = u, + a pour tout n > 0.
Alors, on a u,, = ug + na pour tout n € N. De plus, ug + -+ +u, = (n + 1) (ug + a%). Si

a>0, lim uw,=4+ccetsia<0, lim u,=—c.
n—-+4oo n—-+o0o

13.3.2 Suites géométriques

La suite u est géométrique de raison q # 1 si 'on a u,, .1 = qu,, pour tout n > 0. Alors,
n+1
on a u, = upq" pour tout n € N. De plus, ug + - -+ + u, = ug—2 S lq| <1, |u,| — 0.
Si|q| > 1, |up| — +oo.

1
1—¢q

13.3.3 Suites puissances

Une suite puissance a un terme général de la forme u,, = n® pour n > 1 et o € R*. La
suite converge vers 0 si a < 0. Si a > 0, elle tend vers +oo.
13.3.4 Suites arithmético-géométrique

Définition 13.39. Soit a € R avec a # 1 et soit b € R avec b # 0. Une suite telle que
Upi1 = auy, + b est dite arithmético-géométrique.

Proposition 13.40. Soit une suite u arithmético-géométrique de paramétres a et b. Alors :
Uy = ﬁ + (uo — %) a™ pour tout n > 0.

13.4 Suites complexes
Soit u une suite a valeurs dans C. Alors, on dit que u est convergente si sa partie réelle

et sa partie imaginaire sont convergentes. De plus, on a lim Re(u,) = Re| lim un) et
n—-+00 n—-+00

lim Im(u,)=Im ( lim un)

n—-+oo n—-+o0o

14 Fonctions de la variable réelle : limites et continuité

Les fonctions que 'on considére ici sont définies sur une partie Z de R. Cette partie,
appelée le domaine de définition, est généralement un intervalle. On suppose également
que les fonctions sont a valeurs réelles. L’extension au cas ou les fonctions sont & valeurs
complexes est immeédiate en considérant partie réelle et partie imaginaire.

14.1 Limites d’une fonction

Définition 14.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert T :=la;b|. Soit
x9 € L. On dit que f converge vers £ € R quand x tend vers xq si pour tout € >0, on a :

30(e) > 0 tel que Y € |xg — d(€);xo + d(€)[ \ {zo} : |f(x) —{| <e€.

Cet unique réel { est appelé limite de f en xo. On le note £ = lim f(x).
T—T0

Proposition 14.2. La fonction [ tend vers ¢ quand x tend vers xq si et seulement si, pour
toute suite (yn)n de points de T\ {xo} satisfaisant lim vy, = xo, on a lim f(z,) = L.
n—-+00 n—-+00
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Proposition 14.3. Soient f et g deuz fonctions définies sur un intervalle ouvert T :=|a; b|.
Soit xg € Z. On suppose lim f(x) = {1 et lim g(x) = ly. Alors :
Tr—x0 T—T0

o lim (f+g)(x) =10+ Lo

T—T0
o lim (fg)(z) = tLils.
o lim (af)(z) =al; ot o € R.
T—T0
: . / 4
o Side plus ly # 0 et g(x) # 0 pour tout v € Z\ {zo}, lim | =) (z) = 7
T—rxT0 g 2

Proposition 14.4. Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert T :=
la;b[. Soit xy € Z. On suppose lim f(x) = € et lim g(x) = €. On suppose également que
Tr—xQ T—T0

pour tout x € Z, on a f(z) < h(z) < g(x). Alors :

lim h(z)=1¢.

T—TQ

Proposition 14.5. Soient f et g deuz fonctions définies sur un intervalle ouvert T :=|a; b|.
Soit xg € Z. On suppose lim f(x) = {1 et lim g(x) = l3. On suppose également que pour
T—>T0 T—T0

tout x € Z, on a f(x) < g(x). On en déduit {; < ls.

Définition 14.6. On dit que f converge & gauche vers { € R quand x tend vers xq si

Ve > 0 30(e) > 0 tel que VY €]zg — d(€);zo] : |f(x) — ] <e.
Le réel U est appelé limite a gauche de f en xy. On le note ¢ := lim f(x) ou f(zy).

=T
On a de méme pour la limite & droite.

Définition 14.7. On dit que f converge a droite vers £ € R quand x tend vers xg si

Ve > 0 30(e) > 0 tel que Vo €]zg;xo+(€)[ : |f(z) — 1] <e.

Le réel £ est appelé limite & droite de f en xo. On le note £ := lim f(z) ou f(xg).
I—)CCO

Définition 14.8. Une fonction est dite cadlag sur R si en tout point xo € R, f(xy) existe
et si (i) = f(wo).

La notion “cadlag” est essentielle en vue de I’étude des fonctions de répartition.
On peut parfois tendre vers +oo.

Définition 14.9. On dit que f tend vers +0o quand x tend vers xy et l'on note lim f(z) =
T—T0

400 si pour tout H > 0,

30(H) > 0 tel que Vx €|xg — §(H);xo + 6(H)[\{xo} : f(z) > H.
Définition 14.10. On dit que [ tend vers —oo quand x tend vers xq et l’on notera alors

lim f(x) = —o0 si pour tout H > 0,

T—rT0

30(H) > 0 tel que VY €]xg — §(H); 20 + 6(H)[\{zo} : f(z) < —H.
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On suppose maintenant que l'intervalle ouvert Z est de la forme ]a; +o00.

Définition 14.11. Soit f une fonction de ]a;+oo[ dans R. On dit que f tend vers ¢ quand

x tend vers +00 et on note liril flz) =1 si
T—r+00

Ve >0 3H(e) > 0 tel que Ve > H(e) : |f(z) —{] <e.
On suppose maintenant que l'intervalle ouvert Z est de la forme | — 0o; al.

Définition 14.12. Soit f une fonction de | —o0;al dans R. On dit que f tend vers ¢ quand
x tend vers —oo et on note lim f(z) =1 si

T——00
Ve >0 3H(e) >0 tel queVr < —H(e) : |f(x) — (| <e.

Remarque 14.13. Il va de soi que la limite en +00 peut étre égale a +00 ou a —oo. Il en
est de méme en —oQ.

14.2 Quelques limites classiques

Les limites suivantes sont a prior: indéterminées mais en négociant bien les calculs, on
peut les obtenir. Elles sont & connaitre par cceur.
. sin(x
e lim L =1.
x—0 €

i o8 +2)

z—0

14.3 Fonctions continues

Ici, Z =Ja;b[ ot @ < b sont des réels ou sont infinis mais a < +o0o et b > —oo. En
d’autres termes, Z # ().

Définition 14.14. La fonction f est continue en xy si lim f(x) = f(xo).
T—TQ

Proposition 14.15. Si f et g sont continues en xq, il en est de méme pour f + g, fg et
af. Si de plus g(x) # 0 pour tout x € I, alors % est continue en xy également.

Théoréme 14.16. Si f est continue en g et si g est continue en f(xo), alors la fonction
go f définie par (go f)(z) := g (f(x)) est continue en xg.

Définition 14.17. On dit qu’une fonction f est continue sur l'intervalle T si elle est
continue en tout point de .

Théoréme 14.18 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction continue de
Z dans R. Soient a et b deux éléments de Uintervalle tels que a < b et f(a) < f(b). Alors,
pour tout y € ] f(a); f(b)[, il existe ¢ €]a; b| tel que f(c) =y.
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Corollaire 14.19. Soit f une fonction continue de I dans R. Soient a et b deux éléments
de Uintervalle tels que a < b et f(a)f(b) < 0. Alors, il existe au moins un réel ¢ €]a; b tel

que f(c) = 0.
Théoréme 14.20. Soit f une fonction continue et strictement monotone (croissante ou
décroissante) sur Uintervalle Z. Alors, on a :

o [ est bijective de T sur f(ZI), qui est un intervalle. On notera f~1 la bijection
TECIPTOqUE.

o [~ est continue sur f(T).

o ! est strictement monotone. De plus, si f est strictement croissante (respective-
ment décroissante), il en est de méme pour f~1.

15 Fonctions de la variable réelle : dérivation

On considére des intervalles de la forme Ja; b avec a < +00 et b > —oc.

Définition 15.1. Soit f une fonction de l'intervalle ouvert Z dans R et soit a € Z. On dit
que [ est dérivable en a s’il existe un réel £ tel que

L@@,
z—a Tr—a
Cette limite ¢ est appelée la dérivée de f en a. On la note f'(a).

Proposition 15.2. Soit f une fonction de lintervalle ouvert Z dans R et soit a € Z. On
suppose que f est dérivable en a. Alors [ est continue en a.

La dérivation étant construite par une limite, on peut montrer facilement qu’elle est
robuste vis & vis des opérations algébriques usuelles.

Théoréme 15.3. Soient deux fonctions f et g de l’intervalle ouvert T dans R et soita € T.
On suppose que f et g sont dérivables en a. Alors :

o [+ g est dérivable en a et de plus (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
e fg est dérivable en a et de plus (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

e Pour tout o € R, la fonction af définie par x — o f (z) est dérivable en a et de plus

(af)(a) = af'(a).

e Si de plus g(a) # 0, alors la fonction % définie par x — ﬁ est dérivable en a et on
/
1 — _g@
o (1) @=-55
o Si de plus g(a) # 0, alors la fonction 5 définie par x — % est dérivable en a et
! "(a)g(a)—f(a)g’(a
on a (g) (a) = L4 )g(g)(a)J;( )g'(a)

Théoréme 15.4. Soit f une fonction de I dans R et g une fonction de J dans R ou
J (comme T) est un intervalle ouvert de R. Soit a € T tel que f(a) € J. On suppose
que f est dérivable en a et que g est dérivable en f(a). Alors la fonction g o f définie par
(go f)(x):=g(f(x)) est dérivable en a et de plus :

(9o f) (a) = f(a)g'(f(a)). (11)
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Théoréme 15.5. Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
ouvert L. On pose J := f(Z). On suppose que [ est dérivable en a € T et f'(a) # 0. Alors,
la fonction réciproque f~1 est dérivable au point f(a) et de plus

(f ) (fla) = : (12)

15.1 Quelques dérivées usuelles

Voici quelques dérivées a connaitre par coeur :

e Si f(x) =x% alors f'(x) = az* .

rcsm(m) pour z €] — 1;1[, alors f'(2) = =—=.

o Si f(x
e Si f(r) = arctan(x), alors f'(z) =

arccos(z), pour x €] — 1;1[, alors f'(7) = ———=.

e Si f(z) =log|z| pour z # 0, alors f'(z) = % pour x # 0.
e Si f(z) =e", alors f'(z) = e".
e Si f(z) =sin(x), alors f'(z) = cos(x)
e Si f(z) = cos(x), alors f'(z) = —sin(z)
e Si f(z) = tan(z), pour z € |—3; Z[, alors f'(z) = 1+ tan?(z) = COS%(I)
e Si f(z) = cosh(x) = <4 alors f/(z) = sinh(z) = €=
e Si f(z) = sinh(x) = , alors f'(z) = cosh(z) = <=
L f(x) =
(z) =
(

1
1+x2°

Définition 15.6. Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert Z. Si f est dérivable
en tout point a € I, alors la fonction x — f'(x) est appelée la fonction dérivée de f.

Définition 15.7. Si f est dérivable sur T et si f' est continue sur I, on dit que [ est de
classe C1(I).

15.2 Dérivées d’ordre supérieur

On peut dériver les fonctions dérivées, si elles sont dérivables.

Notation 15.8. La dérivée de la fonction f' est notée f”. On dit que [ est la dérivée
d’ordre 2 de f. La dérivée d’ordre 3 de f est la dérivée de f” et on la note ). Pour tout
n >4, la dérivée d’ordre n de f est la dérivée de £V et on la note f™.

Proposition 15.9. Soient f et g deux fonctions dérivables a l'ordre n en un point xg.
Alors la fonction fg est dérivable a 'ordre n en xq et de plus

n

(1) o) = 3 (1) 9 anlg ™). (13)

k=0
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15.3 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 15.10 (Théoréme de Rolle). Soit f une fonction continue sur un intervalle
fermé [a;b] et dérivable sur |a;b| telle que f(a) = f(b). Alors, il existe ¢ €la;b]| tel que
f'(e) =

Théoréme 15.11 (Formule des accroissements finis). Soit f une fonction continue sur un

) -f(a)

intervalle fermé [a; b] et dérivable sur]a; b[. Alors, il existe ¢ €]a; b tel que f'(c) = 5=

Corollaire 15.12 (Inégalité des accroissements finis). Soit f une fonction continue sur
un intervalle fermé [a;b] et dérivable sur |a;b[. On suppose que f' est bornée sur ]a;b[ par
une constante M > 0. Alors, pour tous x,y € |a;b], on a |f(z) — f(y)| < M|z —y|.

On peut appliquer la formule des accroissements finis pour obtenir de la monotonie.

Proposition 15.13. Soit f une fonction continue et dérivable sur un intervalle ouvert
Z CR. Alors :

o Si f'(x) > 0 pour tout v € Z, f est strictement croissante sur Z.

o Si f'(x) <0 pour tout x € Z, f est strictement décroissante sur I.

e La fonction f est constante sur L si et seulement si f'(x) =0 pour tout x € T.
On peut généraliser la formule des accroissements finis & n’importe quel ordre.

Théoréme 15.14 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f une fonction continue sur un
intervalle T D [a;b]. Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1;n], f*) est définie et
continue sur [a;b]. On suppose également que f"+Y) est définie pour tout x €]a;b[. Alors,
il existe ¢ €]a; b tel que

(b—a)""

(n+1)! (14)

£(b) = f(a) + a b—a+zf<k Gl | mengg

15.4 Dérivabilité en dimension supérieure

On peut étre amené a considérer des fonctions qui dépendent de plusieurs parameétres.
Exemple : f(z,u) = 5 1.z La dérivée partielle par rapport a « consiste a dériver la fonction
en x en considérant que u est une constante. Cette dérivée partielle est notée = 5o (1, u).
Dans le cas présent, & f(z, u) = 1+ 5. Et, de méme : 2 f(z,u) = —2

La dérivée dans C est tres différente de la derlvee dans R. Elle releve de l’analyse

complexe et nous ne 'aborderons pas.

16 Deéveloppements limités

Définition 16.1. On dit que f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de a s’il existe
une fonction p de J, dans R telle que lim p(z) = 0 et f(x) = p(x)g(x) pour z € J,. Si
Tr—a

f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de a, on écrit f(x) = 0, (g(x)) ou f = 04(g).

Définition 16.2. On dit que [ est équivalente a g en a si f(x) — g(x) = o, (9(x)) et alors
on écrit f ~g g.

On peut ensuite faire des opérations simples.
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Proposition 16.3. Soient f, g, h et k quatre fonctions de J, dans R. Alors :

o [’équivalence est une relation d’équivalence (réflexive, symétrique et transitive).
o Sifr~ygeth~yk alors fh ~, gk.

o Sifryg alors%wa é.

Si f =04(9) et g ~q h alors f = o04(h).

St u est une fonction telle que lin}) u(z) = a, alors f ~, g implique
r—

four~pgou.

Le développement limité consiste & aller encore plus loin dans I'approximation.

Notation 16.4. Soient f, g et h trois fonctions définies sur J,. On écrit f(z) = g(x) +
0a(h(2)) si f(x) — g(x) = 0a(h(z)).

Définition 16.5. Soit f de J, dans R. On dit que f admet un développement limité en a
a ordre n s’il existe des réels ag, - - - , a, tels que
flx)=ap+ar(x—a)+- -+ ay(z—a)" + o, ((x —a)") .

La fonction polynomiale x — P,(x) := ag + a1(x — a) + -+ + ap(x — a)™ s’appelle la
partie réguliere (unique) du développement limité.

Remarque 16.6. La fonction f admet un développement limité en a a lordre n si et
seulement si la fonction g définie par g(x) := f(x + a) en admet un en 0 & ordre n.

En particulier, on aime & se ramener au cas du DL en 0 pour simplifier.

Théoréme 16.7 (Formule de Taylor-Young). On suppose que la fonction f de J, dans R
est n + 1 fois dérivable sur J,. Alors, [ admet un développement limité en a d’ordre n et
l’on a de plus :

f™(a)

n!

fl@) = fla) + fl(a)(z —a) + -+ + (z —a)" + 0. ((x —a)") . (15)

La somme de deux DL s’obtient en prenant la somme des parties réguliéres. Le produit
de deux DL s’obtient en prenant le produit des deux parties réguliéres et en supprimant
tous les coefficients d’ordre supérieurs ou égaux a n + 1. La composition est similaire : on
compose les deux parties réguliéres puis 'on supprime les coefficients associés a des degrés
trop élevés. Si f admet un DL d’ordre n en a de partie réguliere P, et si f’ admet un DL
d’ordre n — 1 en a de partie réguliére Q,_1, alors Q,_1(x) = P.(x). Si f admet un DL
d’ordre n en a de partie réguliére P, alors la primitive de f qui s’annule en a c’est-a-dire
la fonction F(t) := fat f(s)ds admet un DL & l'ordre n 4+ 1 en a de partie réguliére @Q,, 11

telle que Q11(x) = fax P,(y)dy.

Définition 16.8. Soit f une fonction définie sur [R;+oo[ avec R > 0 et soit n € N. Alors
f admet un DL a lordre n en +oo si la fonction g définie par g(x) := f (%) admet un DL
a l’ordre n en 0.

Voici quelques développements limités usuels en 0 :

1. ﬁ = > o" + o(z™).
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= T (D oan).
log(1 — z) = zk1%+o@w
log(1 +7) = iy (1)1 + ofa").
e =3 k0% H +ofz").

= M) o).
cosh(z) =37, % + o(x®").
sinh(z) =37, % + o(z*" ).
cos(z) = ZZZO(—l)k% + o(z? ).
sin(z) = 324 _o(—1)" i,ﬁly +o(2*"*2).

n—1
Zo(a—p)
=

S A e

—_
e

1. (1+2)* =14az+ 22 oy

17 Calcul intégral

17.1 Intégration sur un segment

Soient a et b deux réels avec a < b. On s’intéresse a 'intégration sur le segment [a; b].

On passe la construction de I'intégrale de Riemann sous silence; et il en est de méme
avec 'intégrale au sens de Lebesgue. Nous dirons que si f est positive sur [a; b], son intégrale
sur ledit segment est 1'aire délimitée par les droites d’équations (z = a), (y = 0), (x =b) et
par la courbe d’équation (y = f(z)). Si f est négative, son intégrale est 'opposé de cette
aire. Si f est tantot positive et tantdt négative, son intégrale est la somme des aires quand
f est positive moins la somme des aires quand f est négative. L’intégrale est notée f[a;b] f

Proposition 17.1. 1. L’intégrale f[a,b] f est un réel indépendant des valeurs prises par f

en un nombre fini de points de [a;b].
2. La fonction f — f f est une application linéaire.

3. Soient f et g deux fonctzons continues par morceauzx sur a;b]. Si f < g alors f[a,b] f<
f[a;b] g-

Proposition 17.2 (Inégalité triangulaire). Soit f une fonction définie, continue par mor-
ceaux sur |a;b]. Alors, on a
L= L
[a;b] [a;0]

Proposition 17.3 (Relation de Chasles). Soient a, b, ¢ trois réels vérifiant a < b < c. Soit
f une fonction définie, continue par morceaux sur [a;c|. Alors, on a

/ f=/ S
[a;c] [a;b] [bic]

Proposition 17.4 (Inégalité de la moyenne). Soient f et g deux fonctions continues par
morceaux sur |a;b], alors la fonction fg est continue par morceaux sur [a;b]. De plus, on a

‘/{ }fg‘ < sup]|f| 9]
a;b

[a;] [a;0]
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En prenant g = 1,4, on obtient

f‘ (b—a)sup|f]. (16)

[asb) fasb)

Théoréme 17.5 (Théoréeme fondamental). Soit une fonction f continue a valeurs réelles
positives sur [a;b]. Cette fonction est nulle si et seulement si son intégrale est nulle.

Proposition 17.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient f et g deuzx fonctions définies,
continues sur le segment I = |a;b]. Alors :

R

De plus, il y a égalité si et seulement si les deux fonctions sont colinéaires.

On donne maintenant une extension de la notion d’intégrale. Soit I un intervalle de R et
f une fonction définie, continue par morceaux sur I, a valeurs réelles. Pour tout (a;b) € I?,

si a < b, on pose fbf f[ab f. Sia> b, on pose f f = f[a,b} f. Toutes les propriétés
précédentes sont encore vraies.

Théoréme 17.7. On a la convergence suivante :
1 & b—a 1
lim — k = )
s (ot 0) <5

17.2 Intégration et dérivation

Définition 17.8. Une fonction F définie sur |a;b] est une primitive de f sur [a;b] si et
seulement si F' est dérivable sur [a;b] et telle que F' = f.

Théoréme 17.9. Etant donnés une fonction f définie, continue sur un intervalle I de R,
a valeurs réelles, et un élément a de I, la fonction x — faxf est l'unique primitive de f
sur I qui s’annule en a.

On peut utiliser ce résultat pour calculer une intégrale :

/ f = / f(t)dt = F(b) — F(a) = [F()]"

17.2.1 Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C' sur un segment [a;b]. On sait que l'on a
(w)'(z) = v (z)v(z) + u(x)v'(z). Conséquemment, u(z)v'(z) = (uwv)'(x) — v/'(z)v(x). On
en déduit

/ () (1)t = [u(t)o()]’ — / o (Bu(t)dt

Le probléme est le suivant : lorsqu’on doit effectuer le calcul de fab f(t)dt, il faut identifier
les fonctions u et v telles que f = wv' et telles que l'intégrale de u'v soit plus facile a
calculer que celle de f.

En général on privilégie la primitivation pour les fonctions trigonométriques, puis les
exponentielles puis les fonctions polynomiales puis les logarithmes et enfin les réciproques
des fonctions trigonométriques.
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17.2.2 Changement de variable

Etant données une fonction f continue sur un intervalle I de R et une fonction ¢ a
valeurs dans I, de classe C! sur le segment [a; 3] et telle que ¢’ ne s’annule pas, on a

»(B) B
/ F(t)dt = / (f 0 0) () (1)t

(a)

17.2.3 Reégles de Bioche

Les régles de Bioche sont utilisées lorsque 1'on cherche a intégrer une fraction rationnelle
de fonctions trigonométriques (cosinus, sinus, tangente). L’idée est de faire un changement
de variable adéquat.

Proposition 17.10. Soit f une fonction de la forme f(t) = G(cos(t),sin(t)) ou G est une
fraction rationnelle a deux variables. On pose

dw(t) == f(t)dt

dw est ce que l’on appelle une forme différentielle.

Si dw(—t) = dw(t), on applique le changement de variable y := cos(t).
Si dw(m —t) = dw(t), on applique le changement de variable y = sin(t).
Si dw(m +t) = dw(t), on applique le changement de variable y := tan(t).
Sinon, on applique le changement de variable y := tan (%)

Il est important de ne pas oublier que d(—t) = —dt, d(m — t) = —dt et d(7 + ) = dt.
Afin de réussir le quatrieme changement de variable, on rappelle

1—u? 2u 2u
N in(t) = t  tan(?
sin(t) et tan(t) = T

ou u := tan (%)

17.3 Intégrales généralisées

On s’intéresse a ce qu’il se passe en 00 ou au voisinage d’un point ou la fonction que
I’on cherche & intégrer est non bornée.

/aoo f(z)dz := 1%1_{1010 /aRf(.T)d.CE

Et, st f est non bornée en a :

Définition 17.11.

/f d:v—hm bf()
ate

Si ces limites existent, on dit que l'intégrale correspondante converge (ou est conver-
gente), sinon elle diverge (ou est divergente).
Par extension, on définit (définition au sens standard)
e Pour ¢ borné quelconque

00 c R
/ f(z)dz ;== lim f(:c)dx—}—}%gn/ f(x)dz

R/'— 0 _R!
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e ct, si f non bornée en x = ¢ € |a, b|

b
/f )dx —hm/ f(z)dzr + lim f(x)dz

7
e’—0 e

On utilise souvent une définition alternative de ces intégrales généralisées dite au sens
de la valeur principale de Cauchy :

vp. ( /_ Z f(x)dx) = lim. /_ i f()de

et, si f non bornée en x = ¢ € ]a, b]

vp. ( / b f(x)d:z:) :lii%{ / " f@)de + i f(x)dx}

Si 'intégrale converge au sens standard, elle converge aussi en partie principale et les
deux définitions donnent la méme valeur de l'intégrale. Une intégrale peut converger au
sens de la valeur principale de Cauchy sans converger au sens standard.

17.4 Espace L'(R) des fonctions sommables (intégrables)

Définition 17.12. On appelle espace L'(R), I’espace des fonctions f dites sommables (ou
intégrables au sens de Lebesgue) telles que :

/R]f(a:)]dx < oo.

Théoréme 17.13. Pour toute fonction dans L*(R), on pose

||f||1:/R|f(x)|dw-

Définition 17.14. Soit (f,,)nen une suite d’éléments de L' (R). On dit que (f,)nen converge
vers f dans L'(R) si et seulement si :

Tim [[fo = fll, =

C’est une norme sur L'(R).

On parle aussi de convergence en moyenne :

lim/\fn z)|de =0.

n—oo

17.5 Espace L*(C) des fonctions de module au carré sommable

L’espace L?(C) contient de nombreuses fonctions permettant de modéliser les signaux
d’énergie finie ou encore les fonctions d’ondes de la mécanique quantique.

Définition 17.15. On appelle L?(C) I’espace vectoriel des fonctions dont le carré du mo-

dule est intégrable :
/ () de < oo.
R
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Théoréme 17.16. Pour tous f et g dans L*(C), on pose (f,g) == [ f( Y*dx. Cest
un produit hermitien. La norme associée est :

11l = (Y2 = (/R |f(as>\2dx) "

Définition 17.17. Soit (f,)nen une suite d’éléments de L*(C). On dit que (f,)nen converge
vers [ dans L*(C) si et seulement si :

lim ||f, — f||, = 0.
n—00

On parle aussi de convergence en moyenne quadratique :

1im/|fn — f(z)[Pdz =0.

n—oo

Théoréme 17.18. L*(C) est ce que l'on appelle un espace de Hilbert.

18 Séries numériques

18.1 Généralités

Soit une suite de réels ou de complexes, (uy),cp-

Définition 18.1. On définit (S,)n>0, la suite des sommes partielles. Pour tout n € N,
S, 1= ZZ:o ug. On dit que la série de terme général u, converge si la suite (S,), converge.

Notation 18.2. La série de terme générale u,, est aussi notée (D> uy).

Définition 18.3. La limite de la série est S définie par
S = Jim, 5n = JLIEOZ“k 2w

Remarque 18.4. Si on change un nombre fini de termes de la série (Y u,), on ne change
pas sa nature (convergente ou divergente). Bien sir, on en change la limite éventuelle.

Remarque 18.5. Pour que la série (Y u,) soilt convergente, il est nécessaire que la suite
(un)n tende vers 0. En effet, si la série (> u,) converge, cela signifie que la suite des
sommes partielles (S,), converge vers une limite S. Puis, comme u, = S, — Sp_1, on en
déduit que u, converge vers S — S = 0. Cette condition n’est toutefois pas suffisante.

18.2 Séries alternées

Définition 18.6. Une série réelle (3, oo un) est dite alternée si (—1)"u,, est de signe
constant.

Théoréme 18.7. Soit une série réelle alternée, (> uy). On se donne les deuz hypotheses
susvantes :

o Le terme général u, tend vers 0.

o La suite (|uyl|), est décroissante.
Alors, la série (> u,) converge.
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18.3 Séries a termes réels positifs

Proposition 18.8. Soit une série (Zn>0 un) a termes réels positifs. Cette série converge
si et seulement si la suite (Sy,), des sommes partielles est majorée. Alors, celte série a pour
somme : S = lim, o0 Sp = SUP,ery On-

Notation 18.9. Soient deux suites a termes positifs u et v. Alors, sl existe M € R, tel
que u, < Mwv,, on écrira u, = O(v,).

Il est important de comprendre que la notation O est différente de la notation o que
I'on a déja vue a la Notation [16.4]

Proposition 18.10. Soient deuz séries a termes réels positifs Y u, et Y a,. On suppose
ap, > 0 pour tout n € N et u,, = O (o). Alors, si ) «, converge, la série de terme général
U, COMVETGE AUSSI.

Proposition 18.11. Soient deux séries a termes réels positifs Y u, et > v,. On suppose
Up, ~ Uy Alors, > v, converge si et seulement si Y u, converge aussi.

Donnons-nous quelques séries de référence.

18.3.1 Séries géométriques
Ici, le terme général correspond & une suite géométrique :
U, =¢q", ¢=>0.
La suite des sommes partielles est
Sn:1+q+~~~+q”:11%qnq+l,
Théoréme 18.12. La série géométrique (ano q”) avec q > 0 converge si et seulement si
i

0 <q <1 etalors sa somme est ZZOZO q" = T4

18.3.2 Séries de Riemann

Théoréme 18.13. Soit a € R. La série (anl n%) converge st et seulement st o > 1.

18.3.3 Comparaison logarithmique

On utilise souvent les deux tests suivants.

Théoréme 18.14 (Critére de d’Alembert). Soit > u,, une série dont le terme général u,,
est un réel positif strictement. On suppose qu’il existe

Unt1
LR
Unp,

Alors, si { < 1, la série > u, converge. Et, si { > 1, la série diverge. Si { =1, on ne peut
pas conclure.

Théoréme 18.15 (Critére de Cauchy). Soit Y u, une série dont le terme général u,, est
un réel positif strictement. On suppose qu’il existe

S, — L.

Alors, si £ < 1, la série > u, converge. Et, si { > 1, la série diverge. Si { =1, on ne peut
pas conclure.
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18.4 Séries a termes réels ou complexes

On va s’adosser autant que faire se peut aux séries & termes réels strictement positifs.

Définition 18.16. Soit > u, une série a terme général réel ou compleze. On dit que la
série est absolument convergente si la série des modules > |u,| est convergente.

Théoréme 18.17. Toute série réelle ou complexe absolument convergente est convergente.
De plus, on dispose de ["tnégalité triangulaire

[ [eS)
AES ]
n=0 n=0

Définition 18.18. Une série convergente mais non absolument convergente est dite semi-
convergente.

Théoréme 18.19. Soit une série > u, a valeurs réelles. On suppose qu’elle est semi-
convergente. Alors, pour tout A € R|J{—o0; +00}, il existe une bijection ¢ de N dans N

telle que > ) up) —> A. On ne peut donc pas écrire Zun
neN

18.5 Comparaison entre une série et une intégrale

On dit souvent que l'intégration est une sommation.

Théoréme 18.20 (Cas des séries a termes réels positifs). Soit f une fonction de Ry dans
R. On suppose que f est continue par morceauzx, positive et décroissante. Alors, la série
> o1 Wy converge avec w, = [ f(t)dt — f(n). On en déduit que la série -, f(n)
converge si et seulement si la fonction f est intégrable sur [0; 4o00].

19 Familles sommables

Cette section a un grand intérét pour les probabilités en ce qui concerne la définition
de 'espérance d’une variable aléatoire discréte.

19.1 Suites simples

Définition 19.1. Une suite u = (uy)nen de 1éels positifs est dite sommable s’il existe
une constante positive M telle que pour toute partie finie J de N, la somme partielle
Sg(u) =) ;e ui est majorée par M : Sz(u) < M.

Définition 19.2. Si u est une suite sommable de réels positifs, on appelle somme de la
suite u le réel positif S(u) défini par

S(u) = Sup Sz(u),

ou le supremum est pris sur l’ensemble des parties finies de N. La somme de u est aussi
notée Y, o Un.
Théoréme 19.3. Soit u une suite de réels positifs. La suite u est sommable si et seulement

si la série (3 uy) converge. De plus, on a S(u) =3 . Un = D o o Un.
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Définition 19.4. Une suite u de réels ou de complexes est dite sommable si la suite
(|un|),en est sommable c’est-a-dire si la série Y uy, est absolument convergente. Et alors :

S(u) :Zun:;un.

neN
)n+1

: ) . —1
Certaines suites ne sont pas sommables comme celle de terme général (T

Théoréme 19.5 (Théoréme de réarrangement de Riemann). En réorganisant les termes
d’une série réelle semi-convergente, on peut obtenir n’importe quelle somme donnée au
départ ou méme une série divergente.

Remarque 19.6. Au contraire, avec une suite sommable, la somme est commutativement
convergente.

19.2 Suites doubles

Théoréme 19.7. Un ensemble T est infini dénombrable si et seulement sl existe une
suite croissante (Jp),cy de parties finies de T dont la réunion est égale a T.

On montre ainsi facilement que Z, N x N ou méme Z? sont dénombrables.
Ici, on s’intéresse a des familles indexées par un ensemble infini dénombrable non né-
cessairement égal a N.

Définition 19.8. Soit u = (u;);er une famille de réels positifs, indexée par un ensemble
infint dénombrable Z. On dit que la famille u est sommable sl existe un réel M > 0 tel
que pour toute partie finie J C I, on a Sz(u) = > .., u; < M. Alors, la famille a pour
somme :

S(u) = ZUZ =sup Sz(u),
ieT J

ou J décrit I’ensemble des parties finies de I.
On peut a nouveau généraliser au cas des familles de réels ou de complexes.

Définition 19.9. La famille u = (u;);ez de réels ou de complexes, indexée par un ensemble
infini dénombrable T est dite sommable si la famille (|u;]),c; est sommable.

Théoréme 19.10. Soit une suite double u = (uyq),
u est sommable si et seulement si

i) EN? de réels positifs. Alors la famille

e Pour tout p € N, la série (Zq um) converge vers une limite £, € R,.

e De plus : la série <Zp €p> converge.
Alors, on a également :
S = D upa=2 D upa=) ) tha-
(p;q)EN? p=0 ¢=0 q=0 p=0
On étend a nouveau :

Théoréme 19.11. Soit une suite double u = (up,q)(p,q)@\l2 de réels ou de complexes. Alors
la famille u est sommable si et seulement si
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o Pour tout p € N, la série (Zq |up7q]> converge vers une limite {, € R.

e De plus : la série (Zp Ep) converge.

Alors, on a également :

[oe) oo o o
E , Upg = § E :“p,qzi E :up,q'

(p;9)EN? p=0 ¢=0 q=0 p=0

19.3 Produit de Cauchy de deux séries

Définition 19.12. Soient deuz séries (ano un) et (ano vn) de réels ou de complezes.
On définit une troisieme série appelée produit de Cauchy des deux précédentes : (ano wn),

n
ol Wy, = E Uk Vp—fp = E Upy.
k=0 (p,q)EN? : p+q=n

Remarque 19.13. Ceci correspond peu ou prou au produit de convolution de deux distri-
butions causales de la forme Y p- o g0y

Théoréme 19.14. Si les deux séries (ano un) et (ano vn) sont absolument conver-

gentes, alors la série (Zn>0 wn) est également absolument convergente et de plus Z w, =

() (5)

Exemple 19.15. On définit 'exponentielle de z € C par exp(z) := Y
bien

n=0

o0 il

neo - Alors, on a

exp(z + 2') = exp(z) X exp(Z’). (17)

20 Suites et séries de fonctions

Dans cette section, on considére des suites (ou des séries) dont le terme général est
lui-méme une fonction.

Définition 20.1 (Convergence simple). On dit que la suite de fonctions (f,)n converge
simplement vers la fonction f de A dans C si

Ve e A, lim f,(z) = f(z).
Mais encore, cela signifie :
Vo e A, Ve > 0,3p, e NVp > p, = |f,(x) — f(x)] <e.

Ici, entier p, dépend de x.

Définition 20.2 (Convergence uniforme). On dit que la suite de fonctions (f,), converge
uniformément vers f sur A si

1fn = flloe = i1615|fn($) —f(@)] —0
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quand n tend vers l’infini. Soit encore :
Ve >0,3pa e NVp >py = Ve e A, |f,(x) — f(z)] <e.
Ici, Ventier p4 est le méme pour tous les éléments de A.

Remarque 20.3. La convergence uniforme d’une suite de fonctions entraine sa conver-
gence simple mais la réciproque est fausse.

Définition 20.4. On dit que la série de fonctions (3~ fn) converge simplement vers f
sur A si la suite des sommes partielles (S,), converge simplement vers f sur A.

Définition 20.5. On dit que la série de fonctions (D, <, fn) converge uniformément vers
f sur A sila suite des sommes partielles (S,,), converge uniformément vers f sur A.

Remarque 20.6. La convergence uniforme d’une série de fonctions entraine sa conver-
gence simple mais la réciproque est fausse.

Définition 20.7. Ici, B(A) désigne l’espace des fonctions bornées de A dans C.

Définition 20.8. On le munit de la norme uniforme. On d’autres termes, on pose
11l := sup | f(z)|
€A

Proposition 20.9. Si une suite (f,), de B(A) converge uniformément sur A vers f, alors
f est également un élément de B(A).

Théoréme 20.10. Soit une suite de fonctions (f,)n de A dans C. Soit a € A. On suppose
que la suite (f,)n converge uniformément vers f sur A et que l'on a

lim f,(x) =\, .

T—ra

Alors, on a
lim f(z) = lim A, .

Tr—a n—oo

D’ou la formule d’interversion des limites

lim lim f,(z) = lim lim f,(x),
T—ra n—r00 n—oo r—a

l’existence de ces deux limites étant assurée par les hypotheses.

Corollaire 20.11. Soit une série de fonctions (D, <, fn) de A dans C. Soit a € A. On
suppose que la série de fonctions (3., <, fn) converge uniformément vers S sur A et que
['on a -

lim f,(x) =\, .

r—ra

Alors, on a

fin > (o) = Y Do
D’ot la formule d’interversion des limites

lim X_%fncr) = 2_% lim f, (),

[’existence de ces deux limites étant assurée par les hypotheses.
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Théoréme 20.12. On suppose que la suite de fonctions (f), converge uniformément vers
f sur A. De plus, chaque fonction f, est continue au point a. Alors f est continue en a.

Corollaire 20.13. On suppose que la suite de fonctions (f,), converge uniformément vers
f sur A. De plus, chaque fonction f, est continue sur A. Alors f est continue sur A.

On dispose des mémes résultats sur les séries de fonctions. On présente maintenant
un autre type de convergence pour les séries de fonctions. Ce type de convergence est
parfois appelé “convergence normale” pour faire référence au mot “norme”. On va parler ici
de convergence absolue, pour faire le lien avec les séries d’éléments d’un espace vectoriel
norme.

Définition 20.14. Soit une série de fonctions (3, fn) ot f, est bornée de A dans C.
On pose donc || f,||. = sup|fn(z)|. On dit que la série de fonctions converge absolument
€A

pour la norme infinie sur A si la série numérique (3, <o || fall) converge.

Théoréme 20.15. Soit une série de fonctions (Y, <, fn) 00 fo est bornée de A dans C.
On suppose que cette série est absolument convergente pour la norme infinie. Alors, la série
converge uniformément sur A.

21 Séries entiéres

Dans cette section, nous allons au-dela des développements limités.

21.1 Rayon de convergence

Définition 21.1. On appelle “série entiére” toute série de fonctions qui est de la forme

(Z anz"> ou z est une variable complexe et chaque coefficient a,, est indépendant de z.
n>0

Définition 21.2. Soit (Z anz”> une série entiere. On définit son rayon de convergence
n>0
R € [0;400] de la fagon suivante :

R :=sup {p >0 : (Z |an|p”> converge.} (18)

n>0

Proposition 21.3. Soit (Z anz”> une série entiére de rayon de convergence Ry. On
n>0
définit les deux quantités suivantes :

Ry :=sup {p >0 : lim |a,|p" = O} (19)
n—oo
et
Ry :=sup{p >0 : (|a,|p"), est bornée.} (20)

Alors, R = Ry = R3. On peut donc aussi bien définir le rayon de convergence d’une série

entiere par , par ou par .
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Pour en faire le calcul pratique dans certains cas, on applique la régle de d’Alembert.

Théoréme 21.4. Soit (Zn>0 anz”)n une série entiere telle que pour tout n € N, a,, # 0.

an
Supposons qu’il existe L := lim t ‘ Alors, R = +
n—oo an

Définition 21.5. Soit (Zn>0 anz”) une série entiere complexe de rayon de convergence R.
On appelle “disque de convergence” de cette série le disque ouvert de centre O et de rayon

R :D(0;R)={2z€C : |z| < R}.

Théoréme 21.6. Pour tout complexe z tel que l'on ait |z| > R, la série (ano anz”)

diverge. Pour tout complexe z tel que l'on ait |z| < R, la série (ano |an||2|") converge et
de plus la somme de la série entiere, S(2) := ) - a,2" est continue sur D(0; R).

Soient (Z an2"> et <Z bnz"> deux séries entiéres de rayons respectifs R; > 0

n>0 n>0

et Ry > 0. Alors, la série entiére (Z (an + by) z”) a un rayon de convergence R >
n>0
min {Ry; Ry}. De plus, pour tout z € C, pour tous les complexes A et p, on a

[e.o]

(Aa, + pby) )\Zanz +,quz

n=0

$‘2‘<]nhl{R1}R2}
Soient (Zn>0 anz") et (Zn>0 bnz") deux séries entiéres de rayons respectifs R; > 0 et
Ry > 0. On définit une nouvelle série entiére : ), ¢,2" avec

n
= E akbn_k.
k=0

Alors, (ano cnz”) a un rayon de convergence R tel que R > min {R;; Ry}. De plus, pour
tout z € C tel que |z| < min {R;; R2}, on a

icnz” = <i anz"> X (i bnz">
n=0 n=0 n=0

21.2 Série entiére d’une variable réelle
On se restreint ici & la variable réelle.

Définition 21.7. Soit (>~ a,x™) une série entiére réelle : a, € R pour tout n € N. Soit
R son rayon de convergence. L’intervalle de convergence de la série est | — R; R].

Proposition 21.8. Soit (3", a,x™) une série entiére réelle. Soit R son rayon de conver-
gence. Alors pour tout x €] — R; R[, la série Y |a,| |x|" converge.

Théoréme 21.9. Soit (3, a,x™) une série entiére réelle. Soit R son rayon de conver-
gence. Alors, on peut intégrer terme a terme la somme de cette série entiére sur [’intervalle
de convergence | — R; R[. En d’autres termes, pour tout x €] — R; R[, on a

/(Zant”>dt Zn+1 g
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Théoréme 21.10. Soit (> 7, a,x™) une série entiére réelle. Soit R son rayon de conver-
gence. Alors, on peut dériver terme a terme la somme de cette série entiére sur l'intervalle

de convergence | — R; R[. En d’autres termes, pour tout x €] — R; R[, on a
d . n __ - n—1
o Z a,r" = Z na,x
n= n=1

Corollaire 21.11. Soit f : x +— f(z) := Y ", a,z" la somme d’une série entiére de rayon
de convergence R > 0. Alors, f est de classe C* sur | — R; R[ avec de plus :

VpeN, Vo €] = RyR[ fP(z)=) n(n—1)--(n—(p—1))aa"".
n=p
En particulier, on a
1
— — ¢
a, = o P1(0).

Définition 21.12 (Fonctions développables en série entiére). Une fonction f a valeurs
réelles, définie au voisinage de 0 est dite développable en série entiére au voisinage de
0 s’il existe R > 0 et une série entiére (ano anx”) tels que pour tout x €] — R; R|,

f(x) =220 ana™

Il est crucial de bien comprendre qu'une fonction de classe C* n’est pas nécessairement
développable en série entiére.

21.3 Développements classiques

On présente ici les développements en série entiére classiques.

(o) n

e exp(x) = Z x—|, pour tout x € R.
“— nl
h(z) Z P2+ R
e sinh(z) = —  pour tout z € R.
— (2n + 1)!
o0 2n
e cosh(x) = Z ', pour tout x € R.
n=0
> 1 n 2n+1
e sin(x Z Gn 1) pour tout x € R.

n=0

o0 (_1)n.,L,2n
e cos(z) = Z ~——~—— pour tout x € R.

—~ (2n)!

1 oo
* T .= ;x”, pour tout z €] — 1;1[.
e log(l—1z) = —Z % pour tout x €] — 1;1].
n=1
o = Z(—:U)” pour tout z €] — 1;1].
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0 (_1>n—1xn
o log(l+1z) = E ~————— pour tout z €] — 1;1[.
n
n=1

n—1
—k
o (1—1—1‘)0‘:1%—2%3:” pour tout z €] — 1;1[ et a € R.

On connait le développement de la fonction f(z) = 5z = 0" (—1)"2*" pour tout

x €] — 1;1[. Puis, on intégre et sur le méme intervalle, on obtient

i n 2n+l
arctan
= 2n +1

22 Equations différentielles linéaires

Définition 22.1 (Equation différentielle). Une équation différentielle d’ordre n est une
relation entre la variable t et les dérivées d’ordre 0, 1 --- , n d’une fonction x de t. On
[’écrit symboliquement :

F (t,z(t),2'(t), - ,2™(t)) = 0. (21)

Définition 22.2 (Résolution). Résoudre cette équation, c’est a la fois donner un intervalle
I C R et une fonction x sur I telle que soit vérifiée pour tout t € L.

Définition 22.3 (Rappel). Une fonction F est lipschitzienne si et seulement s’il existe
a >0 tel que |F(z) — F(y)| < oz —y|.

Théoréme 22.4 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). On considere I’équation différentielle

du premier ordre : $x(t) = F (t,z(t)). On demande également une condition au bord :
x(tg) = xo. On suppose que la fonction F' est continue et lipschitzienne pour la deuziéme

variable. Alors, cette équation différentielle admet une unique solution.

Remarque 22.5 (Phénoméne de Peano). Il faut bien vérifier que la fonction est lipschit-
zienne sinon un phénomene dit de Peano peut apparaitre : la non-unicité de la solution.

Définition 22.6. Une équation différentielle linéaire est une équation différentielle telle
que la fonction sous-jacente est linéaire (donc lipschitzienne) pour chacune des coordonnées
x(t),2'(t), -, 2™ (t). En d’autres termes, c’est une équation différenticlle de la forme :

an ()2 () + a1y (T (@E) + -+ ar ()7 () + ao(B)z(t) = s(t).

Notation 22.7. Les fonctions ag, ay, - -+ ,a, sont les coefficients de l’équation. La fonction
s est le second membre de I’équation.

Définition 22.8. L’équation homogéne associée a cette équation différentielle est
an (2™ () + a1y ("D ({E) + -+ ay ()2 (t) + ap(t)z(t) = 0.
On a simplement enlevé le second membre.

Théoréme 22.9. Soit Sy l'ensemble des solutions de [’équation homogéne associée et S
celui des solutions de I’équation avec second membre. Alors Sy est un espace vectoriel (voir
page de dimension n. Et, pour tous r1,x9 € S, on a x1 — 9 € Sy. Ainsi, il suffit de
résoudre [’équation homogéne et de trouver une solution particuliere z,, et l’on a S = x,+Sp.
On dit que S est un espace affine (voir page .
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22.1 Premier ordre & coefficients constants
Définition 22.10. On consideére ici une équation de la forme

/(1) + ax(t) = s(t) ,
ot a € R et s est une fonction continue par morceaux de R dans R.

Remarque 22.11 (Espace affine). On sait que ’espace des solutions est un espace affine
de dimension 1. On résout donc l’équation homogéne et ’'on cherche ensuite une solution
particuliére.

Résolution de I’équation homogéne L’équation homogene est ici 2'(t) + ax(t) = 0.

Théoréme 22.12. Les solutions de cette équation sont toutes de la forme t — Xe™ ou
A € R est une constante.

Meéthode de la variation de la constante
On cherche une solution particuliére x, sous la forme x,(t) := A(t)e”*. On est ainsi
amené a résoudre

d

" (A@®)e™™) + aA(t)e* = s(1),

ce qui donne en fait
N(t) = s(t)e™.

Il suffit ensuite de primitiver. On trouve ainsi une solution particuliére

t
xp(t) = e_“t/ s(u)e™du .
0

La solution générale de 1’équation initiale est donc

t
x(t) = (C’ +/ s(u)ea“du) e,
0
ou C est une constante.

Astuce pour trouver la bonne sortie

L’idée a retenir est que 'entrée et la sortie ne difféerent que peu. Ainsi, si ’entrée est une
fonction polynomiale, I’entrée est aussi une fonction polynomiale. Si l'on a un logarithme
en entrée, on a du logarithme en sortie. Idem avec les fonctions trigonométriques, les
exponentielles. Et, si I'entrée est une fraction rationnelle, la sortie contient des fractions
rationnelles et /ou des logarithmes et/ou des arctangentes.

22.2 Premier ordre & coefficients non constants
On considére ici une équation de la forme
a(t)z'(t) + b(t)x(t) = s(t) .
La fonction a ne doit pas étre oubliée.

Remarque 22.13. L’espace des solutions n’est pas forcément affine. Il y a en effet des
soucis si a s’annule. On se place donc sur un intervalle ot a ne s’annule pas et 'on se
ramene alors a une équation de la forme

Z'(t) + c(t)z(t) = s(t) .
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Théoréme 22.14. L’équation homogéne est ici x'(t) + c(t)z(t) = 0. Les solutions de cette
équation sont toutes de la forme t — e~ o C est une primitive de c.

Meéthode de la variation de la constante
On cherche une solution particuliére z,, sous la forme z,(t) := A(t)e”“®. On est ainsi
amené a résoudre

(M1)e™ D) + ar(B)e W = s(1),
ce qui donne en fait X(t) = s(t)e“®. Il suffit ensuite de primitiver. On trouve ainsi comme

solution particuliére z,(t) = e~¢® fot s(u)e“@du. La solution générale de 1’équation initiale

est donc .
x(t) = (u —i—/ s(u)ec(“)du) e ¢
0

ou p € R.

22.3 Deuxiéme ordre a coefficients constants

Définition 22.15. On considére ici une équation de la forme
2" (t) + ax'(t) + bx(t) = s(t).
Proposition 22.16 (Espace affine). On sait que l’espace des solutions est un espace affine
de dimension 2. On résout donc l’équation homogéne et l’'on cherche ensuite une solution
particuliére.
L’équation homogéne est ici 2" (t)+az’(t)+bx(t) = 0. L’équation caractéristique associée
est X2 4+ aX +b=0. On note A := a? — 4b.
Théoréme 22.17. e Si A >0, ilyadeur solution réelles ry et ro et [’espace vectoriel
associé a l'équation homogene est Sy = Vect (t +— €™t ¢+ e"t).
e Si A =0, iy aune unique solution réelle ry et I’espace vectoriel associé a l’équation
homogeéne est Sy = Vect (t — te™"; t — e"0t).
o Si A <O, iy a deur solutions complexes r +is et r —is et ’espace vectoriel associé
a Uéquation homogéne est Sy = Vect (t — cos (st)e™; ¢ — sin (st) ™).
Il convient de noter que dans chacun des trois cas, les deux vecteurs forment une base.
Notation 22.18. On note (e ; e3) une base de l'espace vectoriel Sy.

Méthode de la variation de la constante On cherche une solution particuliére z, sous
la forme x,(t) := A\ (t)er(t) + A2(t)ea(t) ot les deux fonctions A et Ay doivent vérifier

{ A()er(t) + Ay(t)es(t) = s(t)
N (t)er(t) + Ny(t)ea(t) = 0

: I e2(t)s(t) Iy e1(t)s(t)
On obtient alors N, (t) = TRt 0%m ©F Ao(t) = T e

22.4 Deuxiéme ordre a coefficients non constants

Définition 22.19. Une équation différentielle linéaire du second ordre avec coefficients
non constants est une équation de la forme

a(t)x"(t) + b(t)x' (t) + c(t)x(t) = s(t).

Théoréme 22.20 (Méthode générale de résolution de ces équations). Il n’y a pas de
méthode générale pour résoudre ces équations et il n’y en aura jamais.

Le théoréme est admis. Voir la derniére page du livre “Théorie de Galois” d”Yvan Gozard.
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