Correction des travaux dirigés - Bases Indispensables des
Mathématiques

Julian Tugaut*

*Si vous trouvez des erreurs de Frangais ou de mathématiques ou bien si vous avez des questions et/ou des sugges-
tions, envoyez-moi un mail a julian.tugaut@univ-st-etienne.fr
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Exercice 1

Enoncé

En dessinant un cercle trignométrique, justifier géométriquement les formules suivantes pour tout z
réel : cos?(z) +sin?(x) = 1, cos(x + 27) = cos(x), sin(x + 27) = sin(z), cos(—x) = cos(z), sin(—x) =
—sin(z), cos(m — x) = — cos(z), sin(m — ) = sin(x), cos(m + x) = — cos(x), sin(r + x) = — sin(z).

Correction

On commence par illustrer avec la figure suivante :

FIGURE 1 — Sinus, cosinus et Pythagore

B

La premiere formule correspond au théoreme de Pythagore. En effet, le triangle OM (x)H(x) est
rectangle en H(z) et 'on sait que OH(z) = cos(z) tandis que H(x)M(x) = OK(z) = sin(z). Or,
par définition, le cercle est de rayon 1 donc cos(z)? + sin(z)? = 1.



La 2m-périodicité est immédiate une fois que l'on a noté que M (x + 27) = M(z) :
FIGURE 2 — Sinus, cosinus et périodicité

B

[(x + 2m) = M(z)

Ainsi, on a bien cos(z + 27) = cos(x) et sin(x + 27) = sin(x).
[Tlustrons maintenant les deux formules suivantes :

FIGURE 3 — Sinus, cosinus et parité

B

On constate en effet que H(—z) = H(z) d’ou cos(—z) = cos(z). Au contraire, OK(—z) =
—OK (x) donc sin(—z) = —sin(x).



Traitons maintenant les deux formules suivantes.

FIGURE 4 — Sinus, cosinus et symétrie axiale

B

Ici, K(m —2) = K(z) et OH(m — z) = —OH(x) donc on en déduit immédiatement cos(m — z) =
— cos(x) et sin(m — ) = sin(z).

La symétrie centrale permet de conclure les deux derniéres formules :

FIGURE 5 — Sinus, cosinus et symétrie centrale

B

M (x + m)N

En effet, ici, par symétrie centrale, on prend les opposés de ’abscisse et de I'ordonnée.



On pouvait aussi retrouver les deux dernieres formules comme suit :

cos(m + x) = cos(2m + x — )

= cos(xz — )
= cos(m — 1)
= —cos(z),

pour le cosinus et de méme pour le sinus :

sin(m + x) = sin(27 + = — )
= sin(z — )
= —sin(r — x)

= —sin(z).
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Exercice 2

Enoncé

Calculer : Cos(

: 227
Sin ( T) .

Correction
On trouve :
1. cos 16

R e AT ol B
Q
o
n

(MT’T) = cos(287) = cos(0) =1
sin —337”> = sin (—337’7 + 167T> =sin(—%) = —sin(§) = —1L.
cos (5%” = cos (53” 87r) = cos(5F) = cos(m — §) = —cos(§) = —

_ 167

11

) = cos (2%” - 67r) = cos(T) = %2
sin ( BT+ 67r> = sin(—%) = —sin(3)
sin(7m — Z) = sin(m — %) =sin(%) = 3.



Exercice 3

Enoncé

Parmi les cinq expressions suivantes, une seule est différente de — sin(z). Laquelle ?
s
1. —cos(z — %)

. cos(% + ).

2
3.
4. cos(—z + %).
)

Correction

On vérifie chacune des cing expressions :

1. —cos(x —§) = —cos(§ — ) = —sin(x). v

2. cos(Z 4+ x) =cos(F +x —2m) =cos(f +x) =cos(z + 7 — %) =—cos(z — §) = —sin(z). v
3. sin(z — ) = —sin(r — z) = —sin(x). v

4. cos(—x+ §) = cos(5 — x) = +sin(z). <

5. sin(x + 37) = sin(x + 7) = —sin(x). v/

12



Exercice 4

Enoncé

Soient = et y deux réels appartenant a [0' “} tels que cos(z) = 2 et cos(y) = %. Calculer sin(2z — y).

12

Correction

Comme x et y sont dans [0; 5], les réels sin(x) et sin(y) sont tous les deux positifs. De fait :

)

o) = Lo = 1= () = 1 5= 33 =5

et de méme sin(y) = 2—‘3@ Il s’ensuit :

sin(2z — y) = sin(2x) cos(y) — cos(2z) sin(y)
= 2sin(z) cos(z) cos(y) — (2 cos®(z) — 1) sin(y)

8 142
EETR
2441402
N 75 '
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Exercice 5

Enoncé

Donner les modules et les arguments de chacun des nombres complexes suivants : —1 +iv/3, 3 — 3i,

1-i?

. . . 1 6 N6
i IJ{;\(, 1{1, (—1+1)%, (V3 —1)4 (‘/ETD, (cos( )+181n(6)) : (sm( )+ICOS(€)> .

Correction

On a

1.

10.

—1+iv/3. Le module est \/(—1)2 +(v/3)2 = /1 +3 = /4 = 2. Pour trouver 'argument, on
cherche le réel 0 €] — ;7] tel que cos(f) = —3 et sin(f) = @ L’argument est donc § = 7.

3 — 3i. Le module est /32 4 (—3)2 = 3/2. Pour trouver I’argument, on cherche le réel § €

| — m; 7] tel que cos(0) = —% et sin(0) = % L’argument est donc 6 = —7.
L
+

1+l‘f . Le module est ”\1/% = \/i =/2 et I’argument est 6 = T_Z==I

i. Le module est donc 1 et 'argument est 6 = 7.

1‘{ Le module est 1 et 'argument est 7 — 5 = —3I.
. Le module est \/_ = 44/2 et largument est 5 x 3& = 17 modulo 27 done c¢lest
4 1
9 z
1

6 3

4
. (\/_ - 1)4. Le module est \/(\/§)2 +(=1)2 =2* =16 et Pargument est =4 x —7 = —2T,
(

. Le module est ‘([ et I'argument est 6 = 5 — (—%) = 2T,

6 .\ 6 .
“)) = (e‘€> = ¢ = —1. Le module est 1 et 'argument est 6 = 7.

cos(f) +isin(g
(5)

( (

6 6 6 .
(sm +1cos(6)) = (sm(f — %) +icos(§ — g)) = (Cos(g)jtisin(%)) = el = 1. Le
module est 1 et 'argument est 6 = 0.

14



Exercice 6

Enoncé
Résoudre dans C I’équation

2+ (21-3)2+5-i=0. (1)

Correction

En premier lieu, on calcule le discriminant :
A =0 —4dac= (21 —3)* —4(5 —i) = —15 — 8i.

On cherche maintenant une racine complexe de —15 — 8i. On sait qu’une telle racine existe. Soit
§ := x + iy tel que 2 = A. Conséquemment :

22 —y?=-15
20y = =8

On dispose en fait d’une troisieme équation. En effet :

Al = [0 = o] = 2® + 9.

On calcule maintenant le module de A. Celui-ci vaut |A| = /152 + 82 = /289 = 17. On a donc le
systeme suivant :

2?2 —y?=-15
2y = —8
2?2 +y? =17

On remarque

22 2242 15+ 17
x:i\/x T N et e L
2 2 V" 2

22 g2y 15+ 17
yzi\/—x2y+x;y :j:\/ JQF — 44

On choisit les signes tels que 2xy soit du signe de —8. Aussi, une racine possible de A est

et de méme :

0:=1—4i.
L’équation initiale a donc deux solutions complexes :

b+ 3-2i+1—-4i 4-6i 5 _ 3
= = = = — 1
1T 2 2

et
—b—¢6 3-2i—1+4+41 2+2i L4
= == e = 1.
= 2 2 2

15



Exercice 7

Enoncé
Montrer que pour tout nombre complexe z de module 1 et distinct de 1, le nombre i}%ﬁ est réel.
Correction

Comme z est de module 1, il existe § € R tel que 'on ait z = e, D’ou

A4z  1+€Y
; _
1—2z

T e

On multiplie ensuite par la quantité conjuguée du dénominateur & savoir 1 — e %, En effet,
(1—¢e%)(1—e ) =1-2cos(f) +1=2—2cos(f).
Il vient ainsi :

il +z (141 —e) 2isin(d) sin(0)

= = — R.
1—- | 2- 2 cos(0) P 2 cos(0) 1 — cos(0) €

Autre correction

On factorise par /2 :

1+ e @012 4 o710/2 .2cos(6/2) 1

e

02 — o022 T " '9isin(0/2) © tan(6/2)

16



Exercice 8

Enoncé

Résoudre dans C le systéme 22 =y, y* = z et 22 = .

Correction

On a directement 2® = x. 2 = 0 est une solution et elle implique + = y = z = 0. On suppose
. i2n

dorénavant que = # 0. Alors : z est une racine septieme de I'unité d’ot © = €™7 avec n € [0;6].

Ainsi, on a huit solutions au systeme :

2. l'—yzzzl

3. x—GIQ;r,y:ei%’Z_eiB;

4. x ei%’y:eisﬁ’z_eiw%:eiﬁ

5. ei%way:elw%r,Z’Ieil()77r

6. =€T,y=e7 =T, z=e7

7. o= %, y= % = 0¥, 2= .

8. x =T y =T =T, 2 =T =T,

17



Exercice 9

Enoncé

Résoudre dans C : (22 + 1)* = (2 — 1)*.

Correction

On remarque que z = 1 n’est pas une solution donc on peut diviser par (z —

vient

27 4+ 1\*
=1.
(z—l)

224l st une racine quatrieéme de I'unité. En d’autres termes :

z—1

Ainsi,

2 1
Z+1 e {l;i;—1; —i} .

On a ainsi quatre solutions :

1. 2 =1 don z = —2.

2. 2241 __ i d’Ol\l y = _1+3i.
z—1 5

3. 2t = —1don z =0.

4. 2 — —j d'on z = =L
z—1 5

18
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Exercice 10

Enoncé

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

_BX3411X2—2X -2
X4 42X3 - X2 -2X

F(X)

Correction
On calcule d’abord le degré de Fy : deg(F}) =3 —4 = —1< 0. Il n’y a donc pas de partie entiere.
On remarque que 0 et 1 sont des racines du polynéme X* +2X3 — X2 — 2X. On a donc
X' 42X - X? - 2X =X(X - 1)(X*+3X +2) = X(X - 1)(X + 1)(X +2).
Ainsi, il existe des constantes réelles A, B, C', D telles que

—é+ B N C N D
X X-1 X+1 X+2°

Fy(X)
On calcule A en faisant tendre X vers 0 dans l'expression X F;(X). On obtient : A = 1. De
méme : B=2 C =3 et D= —1. Par conséquent :

_5X3+11X2—2X—2_1+ 2 N 3 1
X4 492X3-X2-2X X X-1 X+1 X+2°

Fy(X)

19



Exercice 11

Enoncé

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

3X2 - X+1

B ="

Correction

On calcule d’abord le degré de F, : deg(F3) =2 —3 = —1 < 0. Il n’y a donc pas de partie entiere.
Les poles de F;, sont 0 (pdle double) et —1. Ainsi, il existe des constantes réelles A, B, C' telles que

On calcule C' en faisant tendre X vers —1 dans I’expression (X + 1)F5(X). On obtient C' = 5. De
méme, B = 1. Il reste a calculer A. On multiplie F5(X) par X puis l'on fait tendre X vers oo. On
aboutit a 3= A+ C d’ou A = —2. Par conséquent :

3X2-X+1 2 1 5

RBX)="C 2 o2~y ©
2(X) X2(X 4+ 1) X T x X1

20



Exercice 12

Enoncé

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1. fi(z) :==42® —52® 4+ — 1.
2. folw) :=52% — 1 43/

3. f3(x) == (2% + 1) (a® — 2x).
4 fu(z) = 2522;73-

5. fs(x) := 2;:11.

6. fo(z) :=—ax+2+ 2.

7. o) =

8. fs(x):=(2z+1)?

9. fo(x) := a(bx — 3)
10. fio(x) := log(cos(2z))
11. fu(z) = Smx(x)
12. fia(z) :=log(z — Va2 — 1)
13. fi3(x) := log(log(z))
14. fi4(z) :=log(log(log(z)))

Correction

Correction du 1)

Ona:

filx)=4x3x2> ' =5 x2x 2> T +1xa'7 +0
=122 — 10z + 1.

Correction du 2)

On réécrit la fonction comme suit : fo(z) = 52° — 271 + 322, La dérivée est donc :

1
filx)=5x3x2*t — (1) x "1 43 x 3 % R

D=

3
= 15x2+x_2+§x_
1 3
:15$2+72+7
T

2V

21



Correction du 3)
Ici, on dérive un produit. Ainsi :

d
= {@ 4+ 1)(@® - 22)} = 22 x (2* — 20) + (2” + 1) x (327 - 2)
T
= 22" —42® + 32' + 2% - 2
= ba't —32% — 2.
A noter que I'on aurait pu calculer le produit avant de dériver : fs(z) = (22 4+ 1)(2® — 2z) =
x5 — 2% — 2z dont la dérivée donne bien f}(z) = dz* — 3z — 2.

Correction du 4)

On dérive un quotient. On a donc :

d d
) o <2$2 — 3) x(x?2 +7) — (22% — 3) x = <$2 +7)
(22 +7)2
 4x® 428z — (42° — 6x)
B (22 +7)2
3z

On aurait également pu commencer par décomposer en éléments simples :

20> =3  2X -3 n B

?2+7  X+7 T X+T
ou X = 72 En utilisant les techniques classiques, on trouvait A = 2 et B = —17 d’ou f4(x) = 2— x2117
La dérivée de cette fonction donne ensuite f;(z) =0 — 17 x 2z X (x2_+17)2 = (x;”f;)g.

Correction du 5)
Ici, on remarque f5(z) = 2—3x (z+1)"!. La dérivée est donc fi(z) = (—=3)x (=1)x (z+1)"%2 = ﬁ

Correction du 6)

On rééerit la fonction comme suit fo(r) = —z + 24 327! On obtient alors la dérivée fi(z) =
—1-2772=—-1- 334,
3 32

Correction du 7)

On pourrait décomposer en éléments simples pour obtenir % — x%rl dont la dérivée est fi(z) =
—%2 + & +11)2 = —xf(iﬂ)2. Utilisons plutot la formule de dérivée d’un inverse :
12) 4 (24 2?) 2z + 1
xr)=— =— :
T (x + x2)? (x + x2)?

22



Correction du 8)

On dérive un carré et il vient immédiatement f§(z) = 2x (2z+1)*"' x L (2z+1) = 4(22+1) = 8z +4.
On aurait aussi pu développer comme suit : fg(z) = 422 +42x+1 dont la dérivée est bien f(r) = 8z+4.

Correction du 9)

On va ici dériver le produit : fy(z) = 5 f< —3)+ 5/ = 2x - %ﬁ On pourrait également
développer comme suit : fo(z) = 52 — 3z2. La dérivée est alors f)(z) = %x% - %x’%.
Correction du 10)
On dérive la composée de deux fonctions en posant g(x) := log(x) et h(z) := cos(2z) : fi,(x) =
() x f'(g(x)) = =2sin(2w) x s = 22828 — 9 tan(2u).
Correction du 11)
On dérive un quotient : f{,(z) = %
Correction du 12)
On dérive la composée de deux fonctions :

1 1 z2—1—x

fia(x) = L= 3 X (20) X 7o _ v L
2 r—Vx?—1 r—Vr?—1 2 —1

Correction du 13)

On dérive la composée de deux fonctions en posant g(z) = h(z) := log(x) d’ou : fi3(x) =
1
zlog(z) "

Correction du 14)

1

fia( Zlog(@)
On remarque f1a(x) = log(fia(x)) done fiy(w) = 45 = Gy = siamematone)-

23



Exercice 13

Enoncé
Etudier en fonction de « la convergence de lintégrale 00 Z‘:ll dx.
Correction
Soit la fonction f définie sur R, par
xa—l
x) = .
/(@) 1+x

La fonction est bien définie sur ]0; 4+o00[. Conséquemment, les difficultés quant a la convergence de
l'intégrale sont en 0 et en +o00. Or, la fonction est équivalente & 2% 2 en l'infini. Elle est donc
intégrable en l'infini si et seulement si @ — 2 < —1 c’est-a-dire si o < 1.

Et, la fonction est équivalente & 2%~ en 0. Elle est donc intégrable en 0 si et seulement si v —1 > —1
c’est-a-dire si a > 0.

En conclusion, 'intégrale est convergente si et seulement si 0 < o < 1.

24



Exercice 14

Enoncé

Calculer les primitives des fonctions suivantes :
1. fi(z) := cos(3z) + 2sin(bx).

2. fg(.??) _66_4z
3 fg([l))
fa(z) =122 o e R,
Correction

Correction du 1)

Les primitives de f; sont de la forme Fy(z) := § sin(3z) — £ cos(5z) + C on C € R.

Correction du 2)

Les primitives de f, sont de la forme Fy(x) := —%e_“ +CouC eR.

Correction du 3)

En posant u(x) := e, on remarque f3(z) = u'(x)e"®. Les primitives de fs; sont donc de la forme
Fy(z):=e"+CouC eR.

Correction du 4)

En posant u(z) := log(z), on remarque fy(z) = u/(z) X u(x)®. Ainsi, si o # —1, les primitives de f,
sont de la forme Fy(z) := —<log(x)** + C ot C' € R; pour z > 0. Et, si v = —1, les primitives de
fa sont de la forme Fy(z) := log(|log(x)|) + C ot C' € R et x varie dans |0; 1] ou dans |1;4o00].

25



Exercice 15

Enoncé

Calculer une primitive pour chacune des fonctions suivantes :

1) fi(x) := xsin(2x).

2) fo(z) := 2 log(x) avec v € R; o > 0.
3) f3(x) := cos(x)log(1 + cos(x)).

4) fy(z) :=sin(log(z)); x > 0.

5) fo(w) 1= St

6) fo(z) := sin(3x) cos(bz).

7) fo(x) = (x2+2z+2)1(x2+2:p+5)'

8) fs(x) =3 exp (z + 1).

9) fo(x) := sin(z) cosh(x).
Correction

Correction du 1)
On utilise une intégration par parties avec u(x) := z et v'(z) := sin(2x) :

in(2
smi ?) _ gcos@x) :

1
/a:sin(?a:)dx = —g cos(2x) + 3 /COS(Qx)dx =

Correction du 2)

On suppose d’abord a # —1. On utilise une intégration par parties avec u(x) := log(x) et v'(z) := z*.

Ainsi :

/ o] ()d 1 a-i—ll () /xa—i-l 1d
x*log(x)dr = ——= og(x) — —dz
& a+1 & a+lx
1 1
g O“Hl _ / aq
a+1x 0g(7) oz+1$ *
2 log(x) 2o+l
 a+1 (a+1)2"
Si a = —1, on fait le changement de variables u := log(z) d’ou du = df. On a alors :
-1 Ly, 1 2
/x log(z)dz = /udu =gu =3 (log(z))” .
Remarque
On peut montrer qu’il n’y a pas de réelle discontinuité autour de a = —1 dans le résultat précédent.
En effet, prenons a = —1+€ et faisons ensuite tendre € vers 0. On considere en particulier la primitive

26



de z*log(x) qui s’annule en 1 :

X xoat+l lOg<X) Xot+l _1q
“1 doe = —
/1 x*log(x)dx ) CESIE
_ Xclog(X) X°—1
B € €2

1 € €
= G—Q{GX log(X) — X+ 1} .
Procédons au développement limité de X°€ :
1
X = exp {elog(X)} = 1+ elog(X) + ¢’ (log(X))* + o(€?) .

Conséquemment, on a

/lx x%log(z)dx
_ 612 {e + €2 log(X) + o(€?) — 1 — elog(X) — ;3 (log(X))” + o(€*) + 1}
_ ; (log(X))* + o(1) .

On retrouve bien

X X
lim [ 2 '"log(z)dx = / r 1 log(x)dx .
1

e—0 /1

Correction du 3)

On utilise une intégration par parties avec u(x) := log(1 + cos(z)) et v'(z) := cos(z) :
/Cos(x) log (1 + cos(z)) dz

— sin(z) log (1 + cos(z)) — /sin(x) = sin(z)

—d
1 + cos(z) v

sin?
— sin(z) log (1 /
sin(z) log (1 + cos(z)) + 1+Cos

1—cos
— sin(z) log (1 /
sin(z) log (1 + cos(z)) + 1—|—cos (@)

= sin(z) log (1 + cos(z)) +/ (1 — cos(x))
= sin(x) log (1 + cos(x)) + = — sin(z) .

27



Correction du 4)

On fait le changement de variables u := log(x). D’ou = €* et dz = e*du. On a ainsi

/sin (log(x)) dx = /sin(u)e”du

i { [t
Im{ 1+1)u}
Im{ 1+1)u}

= eElm {cos(u) + isin(u) — icos(u) + sin(u)}

sin(u) — cos(u)

2
_ sin (log(z)) — cos (108(2)) 1og(a))
2
_ xsin (log(z)) — cos (log(x)) .
2

Autre méthode

On peut procéder directement a une intégration par parties.

/sin (log(z))dz = /1 x sin (log(z)) dx
1
= zsin (log(z /x; cos(log(x))dz
= zsin (log(z /cos log(x

On procede a une seconde intégration par parties :

/cos (log(z))dx = /1 x cos (log(x)) dx
= z cos (log(x +/ x— sin(log(z))dz

= z cos (log(z)) + /Sln log(x))dx .

Il s’ensuit :

/sin (log(z)) dz = x sin (log(x)) — (x cos (log(x)) + /sm log( ))dx)
= z (sin (log(x)) — cos (log(x))) — /Sin (log(x))dx .
Par conséquent :
/sin (log(x)) dx = % (sin (log(x)) — cos (log(z))) .

28



Correction du 5)

On doit d’abord décomposer la fraction rationnelle en éléments simples. On remarque que le degré du
numérateur est 3 tandis que celui du dénominateur est 2. De plus, le dénominateur est irréductible
dans R. En effet, c’est une fonction polynomiale de degré 2 avec un discriminant égale a —64. Les
poles sont donc non réels. Conséquemment, on peut écrire

43 — 42% + 132 yr + 0
Bl = s Tt e s
On divise a gauche et a droite par x puis 'on fait tendre x vers I'infini. Il vient 1 = .. On a donc :
4a3 — 42% + 132 yr+ 6
42 —4x +5 4?2 —4x +5
ce qui donne
8z x40
- - 0@ B + 7— ,
40?2 —4x +5 42 —4x +5
ce qui signifie § =0, v = 8 et § = 0. En d’autres termes, la décomposition en éléments simples donne
£(2) 4z — 42° + 132 . 8x
x) = =r4+ -——
° 402 — 4z +5 422 — 4z +5
L 8r —4 n 4
=z
4o? —4x+5  4a?—4x+5
. 8r —4 n 1
=z
422 =4z +5 22—z +2
d (4,2
L (4a* —4x +5 1
=x+ ;4 z+5) 3
422 —4r +5 (x—l) +1

Conséquemment :
z? 1
/f5(x)d:p =3 + log <4x2 —4x + 5) + arctan <m — 2) .

Remarque : on ne met pas de valeurs absolues car 4> — 4x + 5 > 0 pour tout = € R.

Correction du 6)
On utilise ici les formules d’Euler pour linéariser :

fe(z) := sin(3x) cos(bx)
eBix _ 6—3ix eBix + e—Bix

2% 2 .
BT e 2 _e78T in(8) — sin(2x)
- 4i B 2
Une primitive est donc [ sin(3z) cos(5z)dz = X2 _ cosBr)

Remarque

On peut aussi appliquer directement la formule de linéarisation

sin(x) cos(y) = ; [sin(z + y) + sin(x — y)] .
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Autre méthode

On peut aussi procéder par des intégrations par parties :

/Sin(?)x) cos(br)dr = sin(3x); sin(5x) — ;/3005(3@ sin(5x)dz

= ;Sin(?)x) sin(bx) — g/cos(?)x) sin(5x)dz
= ;sin(?)x) sin(bx) — g <—; cos(3x) cos(Hx) /— sin(3x) cos 5x)dx)
;sm(?)x) sin(bx) + 235 cos(3x) cos(5x) / (3x) cos(bx)dx .
Il vient :
(1 — 295> /sin(Bx) cos(bx)dr = ;sin(?):c) sin(bx) + 2?;) cos(3x) cos(bx),
d’ou :

5 3
/sin(?)x) cos(bx)dr = 16 sin(3z) sin(5x) + T cos(3x) cos(bx) .
On peut remarquer que le résultat est similaire au précédent. En effet :
cos(2x)  cos(8x)

_ L o5 — 32) — = cos(5x + 32)
16 —4COSZU X 160083: X

(cos(3z) cos(bx) + sin(3x) sin(bz)) — 116 (cos(3z) cos(bx) — sin(3x) sin(bz))

4
1
T4

3 )
=1 cos(3x) cos(bx) + 16 sin(3x) sin(5x) .

Correction du 7)

On a ici une fraction rationnelle. On regarde d’abord le dénominateur. Il s’agit du produit de deux
fonctions polynémiales irréductibles dans R de degré 2. En effet, les discriminants sont —4 et —16.
Donc, on peut écrire :

1 _ ar+p n yr + 90
(2 4+ 20 +2) (22 +22+5) 22+20+2 22+20+5

On multiplie par 2% + 2z + 2 des deux cotés et I'on obtient alors

1 9 yx + 0
— 20+ 2)———— .
CES T ar+ B+ (z° + 2z + )$2+2x+5

Puis I'on fait tendre = vers z, une solution de I’équation 2% 4 2z + 2. Ceci nous donne :
1
—=az+ ).
3 0o+ p

Or, zp ¢ R. Il vient immédiatement oo = 0 et § = % En procédant de méme avec 22 + 2z + 5 et une
de ses racines z;, on obtient :

1
_— = 5’
3 Y21+
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ce qui implique vy =0et § = —% car z; ¢ R. Ainsi, 'on peut écrire :

1
(22 + 2z +2) (2% + 2z + 5)

fz(z) =

1 1 1
C3|(r+1)2+1 (z+1)2+4
1 1 1 1
3 +1)2+1 12(w+12+1

Lol

11 &Y
3+ 1241 6(%1>2+1
Ainsi, une primitive de f7 est
1
/f7(x)dx - / (22 422+ 2) (22 4+ 22 + 5)dx
= ;arctan(x +1)— éaretan <$ ; 1) .

Remarque

La décomposition en éléments simples aurait pu étre faite plus rapidement. On pose u := x? + 2z + 2.
On a alors :

1 1
(22422 +2)(22 4+ 22 +5)  u(u+3)
1 1
(u_u+3>
1 1 1
22 +20+2 322+2r+5

Wl — Wl —

Correction du 8)

On peut procéder a des intégrations par parties. Toutefois, on va ici chercher directement une pri-
mitive de la forme P(z)e”™ ot P est une fonction polyndmiale de méme degré que z — a3 & savoir

une fonction polyndmiale de la forme P(x) := az® + bx? + cx + d. En d’autres termes, on résout
Péquation <= (P(z)e"™!) = z%e"™!, c’est-a-dire I'équation P'(z) + P(z) = 2 :

ax® + (3a +0)2® + (2b+ )z + (c +d) = 23,

On a ici un systeme linéaire de quatre équations a quatre inconnues. La matrice sous-jacente est
triangulaire aussi la résolution est immédiate : @ = 1, puis b = —3, puis ¢ = 6 et d = —6. Une
primitive de fg est donc

/fg(a:)dx = /:Uge”ldx = (933 —32% + 67 — 6) et
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Correction du 9)

On utilise ici une intégration par parties avec u'(z) = cosh(x) et v(z) := sin(z). Rappelons par
ailleurs cosh(z) = “E= et sinh(z) = = d’olt cosh’(z) = sinh(z) et sinh’(z) = cosh(z). On a

o /fg(l’)dl’ = /sin(a:) cosh(z)dx = sin(z) sinh(x) — /cos(x) sinh(z)dx .
On refait une intégration par parties avec u/(x) := sinh(z) et v(z) := cos(z) :
/fg(x)dac = sin(z) sinh(x) — cos(z) cosh(x) — /sin(x) cosh(x)dx
= sin(z) sinh(x) — cos(z) cosh(x) — /fg(x)d:v.
Conséquemment, on en déduit :

_sin(z) sinh(x) — cos(z) cosh(x) .

/sin(x) cosh(x)dr = 5
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Exercice 16

Enoncé

Calculer les intégrales suivantes :
1) I := fl tt+1

2) I:=fy tt+1 (t+2)

3) Iy := [y V1 — 22du.

4) I = fy e de.

5) I5 := f0§ mdx.

6) I := J? sin(:r) cos?(z)dz.

7) Ir = [} $+1;B'

8) Iy := f04 cos?(x)dz.

Correction

Correction du 1)

La décomposition en éléments simples nous donne m =

% ; +1 dont une primitive sur 'intervalle
[1;3] est log(t) — log(t 4 1). Tl vient I; = [log(t) — log(t 4+ 1)] = log (5)

Correction du 2)
On décompose en éléments simples et I'on obtient

1 11 1 11
tt+0)(t+2) 2t t4+1 2t+2°

Il vient

1 1 5
I, = {2 log(t) —log(t + 1) + 5 log(t + 2)]
2

L 242t \1°
= — O _—_—
2 [P\ t2r+1)],

Correction du 3)

On peut calculer cette intégrale de deux manieres. D’abord, on peut noter qu’il s’agit de 1’aire d'un
quart de disque donc immédiatement on a fol V1—22dr =7
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Sinon, on peut retrouver l'aire du quart de disque en utilisant le changement de variable x = sin(u)
d’ott dz = cos(u)du. 11 vient donc

1
I ::/ V1 — z2dx
0

- /og mcos(u)du
= /og cos? (u)du

(1 + cos(2u)) du

e N

Correction du 4)

On procede ici & un changement de variable. Comme on a —— qui apparait, on pense immédia-
1+z )

tement a la fonction arctangente. Conséquemment, on pose x =: tan(u). D’ou dz = tan’(u)du =
sin’(u) cos(u)—sin(u) cos’ (u) du = (1 + tanz(u)) du. On a donc

cos?(u)

/1 1 Qo — /Z{ du
o (1+22)277  Jo 1+ tan%(u)
= /Z cos?(u)du
0
_ /Z 1+ Cos(2u)d
0

5 u
1 s
= 5 1 bin@wg
. n 1
8 4
Correction du 5)
On a une fraction rationnelle avec des fonctions trigonométriques. On pose dw(z) := ——+——dx

cos(x)+sin(z) ’

Comme dw(m+x) # dw(z), dw(—z) # dw(x) et dw(m—z) # dw(x), on fait le changement de variable
u 1= tan (g) Et, on a = 2arctan(u) d’'ott dz = —25du. Alors, on a

T
dx _o du 1 _ 2du
cos(z) + sin(z) 1+ u? };uz + 2y l+2u—u?
On décompose en éléments simples :
2 1 1 1 1

14 2u—u? \/_u—(1+\/§)+ﬁu—(1—\/§)
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e e 2
Une primitive de ;757—5 est donc

[rra—at= [\ arvs Ve a e
1 —u—¢®+

BRI P

) =1, on en déduit :

rooln

Comme tan (g) =0 et tan (

/g dz — [110 M
0 cos(z) +sin(z) (V2 lu—(1+v2)

(2]

(4220

:\/ilog<\/§—|— 1) :

.

S 8

Correction du 6)

On a une fraction rationnelle avec des fonctions trigonométriques. On pose dw(z) := sin(z) cos?(x)dz.
On remarque dw(—z) = dw(z) donc on pose le changement de variable u := cos(z) d’ou du =

—sin(x)dz. Il vient
3 0 1 1
/ sin(z) cos?(z)dz = —/ widu = / widu = - .
0 1 0 3

Correction du 7)

Il s’agit ici de I'exemple du cours. On prend u := /= +1 ce qui donne x = }Jr“ Ainsi, on a d—; =

dlog|z| = f_”:z = dlog|1 + u?| — dlog|1 — u| — dlog|1l + u| = 1Jﬂﬂdu + du — H—udu

Conséquemment, on peut écrire
2 Jx—1dx = [ 2u? U U
/ — / — du
1 Vz+1ua 0 + u2 l—u 14w

1
1 1
-1 -1
{ 1+u2}+{1—u Jr{1+u Ddu

w

-1 |
0
7 1 1 >
= d
/ ( LHR TR Ty
1
= —2[arctan(z)]y® + [log . U

T V3+1
= —— +log

3 V3 -1

log(\/_—i—Z)

T
3
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Correction du 8)

La derniere intégrale se calcule comme suit :

J

s

cos?(z)dx = /

0

7 1+ cos(22)

2
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Exercice 17

Enoncé

Calculer, en passant en coordonnées polaires, les intégrales :
1) 1= [f; g, exp{—(2? +y*)} dzdy. En déduire la valeur de A := [¢* exp {—2°} da.
2) J = HR+XR+ r?y? exp {—(z? + y?)} dzdy. En déduire la valeur de B := [3° 2% exp {—2?} dz.

Correction
Correction du 1)

En coordonnées polaires, on a = rcos(f), y = rsin(f) et le jacobien est le volume de la matrice

jacobienne
dz ;—z [ cos(f) —rsin(0)
v )\ sin(@)  rcos(d) )
6

Le déterminant (volume) est égal a r cos?(f) + rsin?(f) = r. On a ainsi

I:/OO /5 e " rdrdd
r=0 J6=0

_ ( / OOO re_r2dr> x ( / ;O d9>

o
—r2 % ™
o 2

€

[1
2
T

=1

Puis, 'on a A = VI = @

Correction du 2)

En coordonnées polaires, on a z = rcos(#), y = rsin(f) et le jacobien est 7. On a ainsi

J = /Oo /5 r*sin®(6) cos?(0)e " rdrdd
r=0 J6=0

- ([ uti) ([ ).

Calculons d’abord l'intégrale en 6 :

J

INJE]

sin?(0) cos?(0)do = 1/2 sin?(26)dd
4 Jo

_ ;/0 (1 — cos(46)) df

™

16
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On calcule l'intégrale sur le rayon par intégration par parties. On pose u/(r) := re™" et v(r) := r.
On a alors :

+oo 1 +oo +oo ]
/ e dr = {—e_ﬂr4 —/ — e x 4r3dr
r 2 0 0 2

+00 9
= 2/ r3e " dr.
0

N N N . ’ . . _ 2
On procede a nouveau a une intégration par parties. On pose u/(r) := 2re™"" et v(r) := r?. On a
alors :

+o0 2
/ rPe " dr
r=0

+o0 2
= 2/ r3e " dr

0

2 400 +00 2
[—e T rz} —/ —e " x 2rdr
0 0

/0
[—e

1.

dr

(o)
2re
—r2

—r2
} o]

0

D’ot J = {¢. Puis, 'on en déduit la valeur de B. En effet, B = Vi = ?. On aurait en fait pu
calculer B directement :

+002_2
B:/ e ¥ dx
0

{ T _.2 +oo n 1 /OO _x2d
= |—=e — | e "dx
2 0 2 Jo
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Exercice 18

Enoncé

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes :
1) 2/(t) — 3z(t) = 2.

2) 2/(t) + 2z(t) = e*.

3) a'(t) + x(t) = log(t).

4) 2'(t) — 5z(t) = .

5) o/ (t) + 3t%z(t) = t2.

6) /(1) — (1) = sin(t).

7) (1+ )2 (t) — ta(t) = 1+t + 2.

)
)+
)
)
) =

Correction
Correction du 1)

On réécrit :
2’ (t) — 3z(t) = 2. (2)
Cette équation est linéaire, du premier ordre et a coefficients constants. On sait donc que I’ensemble

S des solutions est un espace affine de dimension un. Cherchons I’espace vectoriel sous-jacent. Pour
¢a, on résout ’équation homogene associée :

zy(t) — 3zo(t) = 0. (3)
On considere donc 1’équation caractéristique :
XO —-3=0.

Il y a une unique solution : Xy = 3. Conséquemment, les solutions de I’équation sont de la forme
zo(t) = Ce® on C est une constante.

On cherche maintenant a trouver une solution particuliere a I’équation . Pour cela, on peut procé-
der de deux manieres : la méthode de la variation de la constante et en devinant ’entrée par rapport
a la sortie.

Méthode de la variation de la constante On cherche une solution x; sous la forme z(t) =
A(t)xo(t) c’est-a-dire sous la forme z(t) = A\(t)e3. L'équation (2) devient alors

N()e® + 3A(t)e™ — 3A(t)e* = 2.

Il vient alors
N(t) =2e7?,

dont ¢ — —2e~ est une primitive. Ainsi, z,(t) := —2¢7¥ x e —2 est une solution particuliére.
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En devinant ’entrée par rapport a la sortie L’équation est linéaire et a coefficients constants.
Or, le second membre est une constante. Ainsi, on recherche une solution particuliere sous la forme
d’une constante z1(t) := A. Alors, on a 2/ (t) = 0. Ainsi, I"équation ([2)) devient

-3\ =2,
d’ott z(t) := —2 est une solution.
On a résolu 'équation homogene dont I’ensemble des solutions est Sy = Vect (¢ — €*). Et, on a une

solution particuliere x;(t) := —%. Alors, I'ensemble des solutions S de I’équation est

9
S:x1+So:{tv—>—3+CeSt;Ce]R{}.

Correction du 2)
On réécrit :

o' (t) + 2z(t) = e*. (4)
Cette équation est linéaire, du premier ordre et a coefficients constants. On sait donc que I’ensemble

ution un n imension un. rchons 1'e Vi ri us-jacent. ur
S des solutions est espace affine de d sio Cherchons l'espace vectoriel sous-jacent. Po
¢a, on résout I’équation homogene associée :

xg(t) + 220(t) = 0. (5)
On considere donc 1’équation caractéristique :
Xo+2=0.
Il y a une unique solution : Xy, = —2. Conséquemment, les solutions de I’équation sont de la

forme zy(t) = Ce™2* ou C' est une constante.
On cherche maintenant a trouver une solution particuliere a I’équation . Pour cela, on peut procé-

der de deux manieres : la méthode de la variation de la constante et en devinant I’entrée par rapport
a la sortie.

Méthode de la variation de la constante On cherche une solution x; sous la forme z;(t) =
A(t)xo(t) c’est-a-dire sous la forme z(t) = \(t)e™%. L’équation ({]) devient alors

N(t)e ™ —2X\(t)e ™ 4+ 2A(t)e > = .
Il vient alors
N(t) =e",

dont ¢ — 1e* est une primitive. Ainsi, z1(t) := e x e7

= iezt est une solution particuliere.

En devinant ’entrée par rapport a la sortie L’équation est linéaire et a coefficients constants.
Or, le second membre est la fonction ¢ — e?. Ainsi, on recherche une solution particuliére sous la
forme z(t) := Ae* on \ est une constante. Alors, I’équation devient

226t 4 2\e? = 2!

est une solution.

d’ott A = 1 donne une solution particuliere. Ainsi, z1(t) := e
1 ) 1

On a résolu I'équation homogene dont ensemble des solutions est Sy = Vect (¢ — e~2'). Et, on a une

solution particuliere z;(t) := $e*. Alors, I'ensemble des solutions S de I'équation ([4]) est

1
S:x1+80:{tw4ezt+Ce_2t;C’ER}.
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Correction du 3)

On réécrit :
2'(t) + z(t) = log(t) . (6)
Cette équation est linéaire, du premier ordre et a coefficients constants. On sait donc que I’ensemble

S des solutions est un espace affine de dimension un. Cherchons 'espace vectoriel sous-jacent. Pour
¢a, on résout I’équation homogene associée :

xg(t) + zo(t) = 0. (7)
On considere donc 1’équation caractéristique :
Xo+1=0.
Il y a une unique solution : Xy, = —1. Conséquemment, les solutions de I’équation sont de la

forme zo(t) = Ce™" ot C est une constante.
On cherche maintenant a trouver une solution particuliére a ’équation @ Pour cela, on procede a la
méthode de la variation de la constante. On cherche une solution x; sous la forme zy(t) = A(t)xo(t)
c’est-a-dire sous la forme x(t) = A(t)e™". L’équation (6]) devient alors

N(te™ = Xt)e ™ + Xt)e™ = log(t).
Il vient alors

N(t) = log(t)e".

dont t — [I_,log(s)e’ds est une primitive. Ainsi, z1(t) := ['_, log(s)e’ds x e™* = [I_, log(s)e*tds
est une solution particuliere.

On a résolu I'équation homogene dont I’ensemble des solutions est Sy = Vect (t — e~*). Et, on a une

solution particuliere @1 (¢) := [ log(s)e**ds. Alors, I'ensemble des solutions S de 'équation (6]) est

S:a:1+80:{tr—>/s

t

=1

log(s)e**ds + Ce™"; C € R} .
Remarque Ici, on ne peut pas déterminer une primitive a partir des fonctions usuelles.

Correction du 4)
On réécrit :
7' (t) — 5x(t) = €. (8)

Cette équation est linéaire, du premier ordre et a coefficients constants. On sait donc que I’ensemble
S des solutions est un espace affine de dimension un. Cherchons I'espace vectoriel sous-jacent. Pour
¢a, on résout I’équation homogene associée :

1h(t) — Brolt) = 0. (9)
On considere donc I’'équation caractéristique :
XO —5=0.

Il y a une unique solution : Xy, = 5. Conséquemment, les solutions de I’équation @D sont de la forme
zo(t) = Ce® on C est une constante.

On cherche maintenant a trouver une solution particuliere a I’équation . Pour cela, on peut procé-
der de deux manieres : la méthode de la variation de la constante et en devinant I’entrée par rapport
a la sortie.
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Méthode de la variation de la constante On cherche une solution x; sous la forme z;(t) =
A(t)zo(t) c’est-a-dire sous la forme z(t) = A\(t)e*’. L’équation (8)) devient alors

N (t)e® + 5A(t)e™ — bA(t)e = e
Il vient alors
N(t) =1,

dont ¢ + t est une primitive. Ainsi, z;(t) :=t x €’ = te est une solution particuliere.

En devinant ’entrée par rapport a la sortie L’équation est linéaire et a coefficients constants.
Or, le second membre est t +— €. On remarque que 5 est une solution de l’équation caractéristique de
I’équation homogéne associée. Conséquemment, on doit augmenter le degré. Ainsi, on recherche une
solution particuliére sous la forme z;(t) := Ate®. Alors, on a 2 (t) = A\e® + bz (t). Ainsi, 'équation

devient
™ + 5y (t) — by (t) = e,

d’ott x4 (t) := te® est une solution.

On a résolu I'équation homogene dont 1’ensemble des solutions est Sy = Vect (¢ — €*). Et, on a une
solution particuliere x;(t) := te®*. Alors, 'ensemble des solutions S de 'équation est

S:$1+50:{t|—>(t+0)e5t;C€R}.

Correction du 5)

On réécrit :
7' (t) + 3tz (t) = 1. (10)

Cette équation est linéaire, du premier ordre et a coefficients non constants. Et, comme le coefficient
devant la dérivée du premier ordre est constant égal a 1 et donc ne s’annule jamais, on sait donc
que 'ensemble S des solutions est un espace affine de dimension un. Cherchons 1'espace vectoriel
sous-jacent. Pour ¢a, on résout I’équation homogene associée :

x(t) + 3t2wo(t) = 0. (11)

On met donc cette équation sous la forme d’une équation a variables séparées :

zo(t) )
o) 3t*, (12)

pour zy(t) # 0. On integre ’équation et 'on a alors

log |zo(t)] = —t* + C,
ou C est une constante. Conséquemment, il vient
zo(t) = C'e ™™,

ou C’ est une constante. On peut vérifier que cette fonction vérifie bien . Conséquemment, les
solutions de I’équation sont de la forme zo(t) = Ce™ oit C' est une constante.

On cherche maintenant a trouver une solution particuliere a 1’équation . Pour cela, on peut
procéder de deux manieres : la méthode de la variation de la constante et en devinant ’entrée par
rapport a la sortie.
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Méthode de la variation de la constante On cherche une solution x; sous la forme z;(t) =
A(t)zo(t) cest-a-dire sous la forme z(t) = A(t)e™"". L’équation devient alors

N(t)e™ = 3e2A\(t)e ™ + 3t2A(H)e " =12,

Il vient alors
N(t) = 2"

3 . e e . . 3 _ 43
dont ¢ — g€ est une primitive. Ainsi, z(t) := 3¢ x e™" = 3

3 5 est une solution particuliere.

En devinant I’entrée par rapport a la sortie L’équation est linéaire et a coefficients non
constants. Or, le second membre est ¢ — ¢ et le coefficient devant le terme x(¢) dans 'équation est
un monome de degré 2. On teste donc une entrée constante : z1(t) = C. Alors, on a z/(t) = 0. Ainsi,
I’équation devient

3t2C =2,
d’ott z1(t) := % est une solution.

On a résolu I’équation homogene dont I’ensemble des solutions est Sy = Vect (t — e_t3>. Et, on a

une solution particuliere x;(t) := % Alors, ’ensemble des solutions S de I’équation est
1
S:x1+80:{tr—>3+Ce_tS;C’€R} .

Correction du 6)

On réécrit :
2'(t) — x(t) = sin(t) . (13)

Cette équation est linéaire, du premier ordre et a coefficients constants. On sait donc que I’ensemble
S des solutions est un espace affine de dimension un. Cherchons ’espace vectoriel sous-jacent. Pour
¢a, on résout ’équation homogene associée :

zy(t) — x(t) = 0. (14)
On considere donc I’équation caractéristique :
Xo—1=0.

Il y a une unique solution : Xy = 1. Conséquemment, les solutions de I'équation sont de la forme
zo(t) = Ce! ou C est une constante.

On cherche maintenant & trouver une solution particuliere a I’équation . Pour cela, on procede a
la méthode de la variation de la constante. On cherche une solution x; sous la forme x1(t) = A(t)xo(t)
c’est-a-dire sous la forme x(t) = A\(t)e'. L’équation devient alors

N(t)e' + A(t)e" — A(t)e" = sin(t) .

Il vient alors
N(t) = sin(t)e .
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On cherche maintenant une primitive de ¢ — sin(¢)e™*. On peut procéder a une intégration par
parties ou on peut aussi passer en complexes. Passons en complexes :

/sin(t)e’tdt = Im {/e(il)tdt}
(i-1)t
i—1

— Im { (=i — 1)(cos(t)e™ +isin(t)e™") }

2
—cos(t) —sin(t) _,
= e .
2
Ainsi, z4(¢) := Me_t x el = —w est une solution particuliére.
On a résolu I'équation homogene dont 'ensemble des solutions est Sy = Vect (¢ — €'). Et, on a une
solution particuliere z;(t) := —%J;m(t). Alors, 'ensemble des solutions S de I'équation est
cos(t) + sin(?
S:$1+$0:{tH—()2(>+Oet; CER} .
Correction du 7)
On rééerit :
(1 4+t (t) —tz(t) = 1+t + 12, (15)

Cette équation est linéaire, du premier ordre et a coefficients non constants. Le terme devant xz’(t)
étant une fonction, la premiere chose a faire est de diviser par ce terme a savoir 1+¢2. Or, la fonction
t — 1+ t% est non nulle. On peut donc diviser sans se poser de questions sur I'intervalle d’étude. On
a une nouvelle équation : . .

2 (t) — mx(t} =1+ [EE
On sait donc que I'ensemble S des solutions est un espace affine de dimension un. Cherchons 1’espace
vectoriel sous-jacent. Pour ¢a, on résout 1’équation homogene associée :

t

(16)

o(t)=0. (17)

On met donc cette équation sous la forme d’une équation a variables séparées :

()
l’o(t> 1+ 12 ’

(18)
pour xo(t) # 0. On intégre I’équation et 'on a alors

1
log |zo(t)] = C + 3 log (1 + t2) :

ou C' est une constante. Conséquemment, il vient
x0<t) :CIV 1+t27

ou C’ est une constante. On peut vérifier que cette fonction vérifie bien . Conséquemment, les
solutions de 1’équation sont de la forme z((t) = C'v/1 42 ou C' est une constante.
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On cherche maintenant & trouver une solution particuliere a I’équation . Pour cela, on procede a
la méthode de la variation de la constante. On cherche une solution x; sous la forme z1(t) = A(t)xo(t)
c’est-a-dire sous la forme x(t) = \(t)v/1 + t2. L’équation devient alors

t
NOWVI+22 =1+ T
Il vient alors ) L
N(t) = m+t(1+t2) :
On integre maintenant cette fonction. Or, une primitive de la fonction ¢ ﬁ est la fonction
t — log (t—l—m). Et, une primitive de t — t(l—i—tQ)_% est t — —ﬁ. Ainsi, xy(t) =

(log (t +V1+ t2) — \/ﬁ) X V14+1t2=+/1+tlog (t +V1+ t2> — 1 est une solution particuliere.

On a résolu I’équation homogene dont I’ensemble des solutions est Sp = Vect (t =1+ t2). Et, on
a une solution particuliere

x1(t) == V1+t?log (t—i— V1 —|—t2) —1.
Alors, 'ensemble des solutions S de I'équation est

S=w+8={t VitLlog(t+vVi+e£)-1+CVI+£;CeR}.
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Exercice 19

Enoncé

Résoudre ces différentes équations différentielles du second ordre :
1) 2"(t) — 32/ (t) + 2x(t) = 27",

2) 2(t) — 42/ (t) + 4x(t) = (3t — 1)e*.

3) 2”(t) + z(t) = cos(2t).

Correction
Correction du 1)

On réécrit :

2" (t) — 32/ (t) +2x(t) = 27" (19)
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 2. L’ensemble des so-
lutions est donc un espace affine de dimension deux. On résout donc d’abord 1’équation homogene

associée
xg(t) — 3xg(t) + 220(t) = 0. (20)

L’équation caractéristique est X2 —3X +2 = 0 dont les solutions sont 1 et 2. L’ensemble des solutions
de I'équation est donc Sy = Vect (t — e ; t — e%).

On cherche maintenant une solution particuliere x;. On devine le signal d’entrée a partir du signal
de sortie. La sortie est 2e~*. On cherche alors une solution particuliére sous la forme z;(t) := Ae™
avec A € R. L’équation devient alors

(—1)2xe™ " =3 x (=1)Ae "+ 2x e =277,

ce qui donne A = £. Conséquemment, I’ensemble des solutions de '’équation (19]) est
3

1
S=x1+8 = {tr—> ge_t—l—)\et—l—,ue%; )\,MGR} )
Correction du 2)
On réécrit :
2" (t) — 42 (t) + 4x(t) = (3t — 1)e*. (21)
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 2. L’ensemble des so-
lutions est donc un espace affine de dimension deux. On résout donc d’abord I’équation homogene

associée
xg(t) — dxg(t) + 4ao(t) = 0. (22)

L’équation caractéristique est X2 —4X +4 = 0 dont la solution double est 2. L’ensemble des solutions
de I’équation est donc Sy = Vect (t — €*'; t — te?!).

On cherche maintenant une solution particuliere ;. On devine le signal d’entrée a partir du signal
de sortie. La sortie est une fonction polynomiale de degré 1 multipliée par ’exponentielle de 2¢. Or,
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2 est solution double de I’équation caractéristique. On cherche alors une solution particuliere sous la
forme z1(t) := (at® + bt?)e* avec a,b € R. L’équation devient alors
d? d d d?

7 (at3 + th) o2 4 2+ (at3 + bt2) = (th) + (at3 + bt2) i (th)

dt
d 3 2\ 2t 3 oy d (o
—4& (at + bt )e — 4(at” + bt )£ (e )
+ 4(at® + bt?*)e*

= (3t — 1)e*,

ce qui donne 6at + 2b =3t — 1 d'ou a = % et b= —%. Conséquemment, ’ensemble des solutions de

I’équation est

1
82:$1+80:{t|—><2—2+)\t+u>€2t;)\,u€R} .

)

Correction du 3)

On réécrit :

2" (t) + x(t) = cos(2t) . (23)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 2. L’ensemble des so-
lutions est donc un espace affine de dimension deux. On résout donc d’abord I’équation homogene
associée

zg(t) + xo(t) = 0. (24)

L’équation caractéristique est
X?+1=0,

dont les solutions sont i et —i. L’ensemble des solutions de I’équation (24)) est donc engendré par la
famille (¢ — e'; ¢ — e71).

Comme on résout sur R, I'ensemble des solutions est Sy := Vect (t — cos(t); t +— sin(t)).
On cherche maintenant une solution particuliere z;. On devine le signal d’entrée a partir du signal
de sortie. La sortie est cos(2t) = % Comme ni 2i ni —2i ne sont des racines de X2 + 1, on
cherche alors une solution particuliere sous la forme xq(t) = Acos(2t) avec A € R. L’équation

devient alors

(A —4X) cos(2t) = cos(2t) ,

ce qui donne \ = —%. Conséquemment, ’ensemble des solutions de 1’équation est

1
S=x1+8 = {t = -3 cos(2t) + Acos(t) + psin(t) ; A\, p € R} :

)
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Exercice 20

Enoncé

Etudier la convergence des suites « dont le terme général est :

. 2n—4
1. u,:= 375"
2. u, :=n>—2n°.
3. Uy = log(n)
4. u, :=n*—nlog(n).
9. Uy, ;= nsin (%)
6. u, :=ncos (%)
7. up :=+v/n+1—/n.
8. Uy = e > 2.

9. u, = (2" + 3”)%
10. u, = /n.
11w, = (14 1)"

12. u, = 2.

n2

13. w, = 2.
_n!

4. uy = 5.
15, up = 5.
Correction

Correction du 1)

On factorise le numérateur et le dénominateur par n et 'on obtient la limite :

o 2m—d (2—%):2—3_3.

3n+5 n(3+2) 343 3

On peut aussi opter pour une méthode avec les équivalents. Le numérateur est équivalent a 2n
et le dénominateur a 3n donc le quotient est équivalent a 3—2 = % La limite est donc %
Correction du 2)

Le terme dominant est n® et il tend vers +o0o donc la limite est +o0.

Correction du 3)

Soit la fonction ¢(t) := 2v/t — log(t) définie sur l'intervalle [1; +oo[. On a ¢/(t) = % — 1 > 0 pour
)

tout t > 1. Or, (1) = 2 > 0 donc p(t) > 0 pour tout ¢ > 1. Ainsi, log(t) < 21/t pour tout ¢ > 1.
1og() 10g log(n)

Ainsi, on a = lorsque t > 1. Puis, 'on en déduit la convergence de quand n tend vers

l'infini.

g
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Correction du 4)
On factorise par n? : u, = n? (1 — @) Le facteur 1 — @ converge vers 1 tandis que n? tend
vers l'infini. La limite est donc +oo.

Correction du 5)

On réécrit :

sin (£ i i —si
lim 7 sin (1> = lim <n) = lim sm}ih) = lim sin(h) — sin(0) = sin’(0) .

n—00 n n—00

La limite est donc cos(0) = 1.

Correction du 6)

Ici, on ne peut pas identifier avec cos’'(0) car cos(0) = 1 # 0. En revanche, le facteur n tend vers
Iinfini alors que cos (1) tend vers 1. La limite est donc +oo.

Correction du 7)

On procede par I'astuce suivante :

¢g:7_v%:(¢ﬁii—v%)xXgigizg

_ (n+1)—n

CVntl+yn
1

T Vntl+vn

Or, vn+ 1+ +/n tend vers 'infini. Conséquemment, la limite de la suite u est 0.
On aurait également pu procéder par un développement limité. En effet :

1
Vn + —\/_:\/ﬁ(,/1+n—1)

11 1
:\/ﬁ<1++o(—1)>

2n n
(o
EENCERAWT

ce qui tend également vers 0.

Correction du 8)
Quel que soit n > 2, on note : n+ (—1)" > n — 1 donc pour tout n > 2, ona 0 < u, < ﬁ La suite

( ! ) - tend vers 0 donc la suite u,, tend vers 0.
n>

n—1
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Correction du 9)

ny L
(2" + 3")% =3 (1 + (%) )" La suite géométrique de raison % tend vers 0 donc la suite de terme

n n 1
général 1+ (%) tend vers 1. Puis, (1 + (%) )" tend vers 1. Ainsi, la suite u,, tend vers 3.

Remarque : on peut voir u, comme la norme n de (2;3) et 'on a ainsi prouvé lim 1(2;3)]],, =3 =

11(2:3)|] -

Correction du 10)

log(n)

n

log(n)

Par définition, on a u, = exp{ } On sait que tend vers 0 donc u,, converge vers e’ = 1.

Correction du 11)

La suite de terme général 1 + % tend vers 1. Ainsi, on serait tenté de dire que la limite est 1°°. Ceci
est une forme indéterminée !
On utilise & nouveau ’exponentielle :

Uy, = X {nlog <1+i)} :exp{w} .

En procédant comme dans le 5), il vient

3=

o log (1 + %) _ #(0)

n—oo

3|

avec f(z) := log(1 + x). Donc f’(0) = 1. On en déduit que la suite u converge vers e! = e.

Correction du 12)

On écrit :
n

iz — oxp {nlog(2) — 2log(n)} = exp {nlog(2) (1 2 log(n)>}

S log(2) n

La suite de terme général (1 — 10g2(2) bgrfn)) converge vers 1. Par conséquent, la suite de terme général
nlog(2) (1 — log2(2) logrf")) tend vers 400 si bien que u converge vers +o0.

Correction du 13)

On met sous la forme d’un produit de n facteurs :
n! ko1 (S E n
— = - == — | x =.
2~ 115 =5 <H 2) 2

Pour tout 3 <k <n-—1,0na g > 1 donc u,, > %. Or, la suite de terme général 7 tend vers +oo.
Conséquemment, la suite u tend vers +oo.
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Correction du 14)

On procede de la méme maniere :
k k
n n’

I

. Or, la suite de terme général % tend vers 0.

B\H

n' n
-5 =

PourtothSkSn—l,ona%Sldonc()gung
Conséquemment, la suite u tend vers 0.
On pourrait également utiliser la formule de Sterling :

1
n

n! = n"e™"v2mn (1 + o(1))

dott 2 = Y27 (] 4 o(1)).

nmn

Correction du 15)

On utilise le résultat du 12) : u,, = %in La suite de terme général L tend vers 0 et la suite de terme

sz n
général i—Q tend vers 4o00. Par consequent :

1 0
Up = 50 —> —— = 0.
-3 —+00

On en déduit que u converge vers 0.
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Exercice 21

Enoncé

Etudier la suite définie par ug =5, u; = 3 et 3upio — dUpiq + u, = 0.

Remarque

Il s’agit d’'une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Cela signifie notamment que l’ensemble des suites
qui vérifient cette formule de récurrence est un espace vectoriel de degré 2 ce qui explique pourquoi
on a besoin de deux conditions (ug et u;) pour décrire entierement la suite.

Correction

L’équation caractéristique de cette suite est
3X?—4X +1=0.
Les solutions de cette équation sont 1 et é Il existe donc A\, u € R tels que

1

un:)\x(l)"—l—u<3>n.

Il reste a trouver A et pu. Pour cela, on se sert des valeurs initiales. On a le systeme suivant :

{A+u:5
A+ E=3
On trouve ainsi A =2 et u =3 d’ou

u, =2+3"7".

On en déduit immédiatement que la suite u est décroissante et converge vers 2.
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Exercice 22

Enoncé

Etudier les convergences simple et uniforme de la suite de fonctions suivante :

fi, iR = R

Correction

Convergence simple

1
241"

Si |z| <1, ™ + 1 converge vers 1. Ainsi, pour tout x €] — 1; 1], f.(x) converge vers
Siz=1,2"+1=2et 2>+ 1= 2. Ainsi, f,(1) converge vers 1.

Siz > 1, 2™ + 1 converge vers +o0o. Ainsi, pour tout > 1, f,(z) converge vers +oo.
Puis, si x < —1, 2™ + 1 ne converge pas d’ou f,(x) ne converge pas.

Ainsi, la suite de fonctions

converge simplement vers la fonction

f:]-151 —= R

Convergence uniforme

La fonction f n’est pas continue en 1. On en déduit immédiatement que la convergence n’est pas

uniforme. Et, si 'on se restreint a U'intervalle | — 1; 1], elle ne l'est pas non plus. En effet,
1fo = fll = sup_|falz) = f()|
€]-1;1(
" ‘
= sup
z€]-1;1] 241
. x" 1 1 , -

Or, lim = - donc ||f, — fl||. = 5 pour tout n € N. Conséquemment, il n’y a pas de conver-

122 41 2
gence uniforme.

En revanche, on peut prouver que 'on a convergence uniforme sur tout intervalle fermé et borné
(compact) inclus dans | — 1; 1[. Remarque : il faut donc toujours mentionner le domaine sur lequel il
y a une convergence uniforme.
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Exercice 23

Enoncé

Etudier la convergence des séries dont les termes généraux sont :

Louy = g

2. U, = 2n1_3.

3. uy = (1+1)")

4. u, = %

5. Uy = #g(n) pour n > 2.

6. u, = (—1)"@ pour n > 1.

Correction

Correction du 1)

Le numérateur est équivalent a n et le dénominateur est équivalent a 3n donc u,, converge vers % #0.
La série n’est donc pas convergente.

Correction du 2)

On utilise le critere de D’Alembert :

. o — 3 11— 1
ol == 2 o<1,
Un 2n+1—3 2]_—@ 2

On aurait aussi pu utiliser le théoréme de comparaison des séries a termes positifs (pour n > 2) vu

que 2n1,3 < in_g des que n > 2.

Correction du 3)

On utilise ici le critere de Cauchy :

1
Yu, == |1+—| — =<1
2 n
——
—1

La série est donc convergente.

Correction du 4)

La série est divergente car le terme général u,, tend vers I'infini.
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Correction du 5)

= 1 donc on ne

u
On ne peut pas utiliser le critere de Cauchy. En effet {/u,, — 1. De méme, li_>m ntl
n—oo u

peut pas utiliser le critere de D’Alembert. Comme les termes sont positifs, on utilise la comparaison
avec l'intégrale. Soit f(z) := #g(x) pour x > 2. La fonction f est définie sur [2;+o0[ positive et
sa limite est 0 en linfini. De plus, la fonction = +— xlog(z) est strictement croissante donc f est
décroissante strictement. Conséquemment, on peut utiliser le théoreme de comparaison avec une
intégrale. On calcule donc

[ e = 7
_ /2R dlog(x)

log(x)
log(R) dy
log(2) U

= (log(log(R)) — log(log(2))) — +o0.

On en déduit que l'intégrale diverge et il en est alors de méme pour la série.

Correction du 6)

La série est alternée. On lui applique donc le théoreme des séries alternées. On vérifie que les axiomes
J Ty . 1 / . N . . .
sont vérifiés. La suite %(") tend vers 0 en décroissant (& partir d'un certain rang). En effet, soit

f(z) = @ alors f'(z) = 228@) < 0 des que = > 3. Ainsi, la série (E(—l)"m) _, est conver-

T n

gente. Comme la nature de la convergence ne dépend pas des premiers termes de la série, on en
log(n)

déduit la convergence de la série (Z(—l) T)@l‘
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Exercice 24

Enoncé

Calculer les sommes des séries suivantes :
1. >0, ﬁ
2. 3%, m

3. >, log (1 — k%)

Correction

Correction du 1)

On décompose en éléments simples : ﬁ = % (% k +1) On regarde la somme partielle :
z”: 1 (i 1 Z": 1 )
o k-1 2\(ok—-1 Zk+1
1 <n—1 1 n+1 1)
2ok mk
1( I I Gt O B | 1 ) 3
= (1+5+> > -~ — =
2 2 =k mkon on+l 4
Correction du 2)
On décompose en éléments simples : m = %% — ﬁl + %ﬁ On regarde la somme partielle :

n 1 n+21 n—‘,—ll
Sk —m)

1

Z k—l—l (k+2)

k=1

+

[\D\»— [\D\»—l

k=
3
2

o
T
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Correction du 3)

On regarde la somme partielle :

2o ()

ébg ((k = 1ligk+ 1))

é (log(k — 1) + log(k + 1) — 2log(k))

= kz:log(k — 1)+ élog(lﬁ +1)—2 kélog(k:)

= z_: log(k) + z_: log(k) — 2 Xi: log(k)

= log(2) + nz:: log(k) + nz:: log(k) + log(n) + log(n + 1)

—2log(2) — 2712:: log(k) — 2log(n)

= —log(2) + log (1 + i) — —log(2).
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Exercice 25

Enoncé

Donner le rayon de convergence R et la fonction somme des séries entieres de terme général u,, et
étudier le cas ol x = £ R :

n

L. up(x) := Gy pour o> 1.
2. up(x) = n(iiil) pour n > 2.
Correction

Premiére série

Comme les termes sont strictement positifs, on peut calculer le rayon de convergence R avec la

formule suivante :

. n! .
= lim — = lim n = +00.
nil n—oo (n — 1)' n—o00

R = lim

n—oo ,

La série converge donc sur tout R (et sur tout C en fait).

0o z"

On peut donc écrire S(x) :=>0% = 0T =Y T = et

n=0 " pl n=0 1 — L€

Deuxiéme série

Comme les termes sont strictement positifs, on peut calculer le rayon de convergence R avec la
formule suivante :

1 1
R = lim :hmwzhmﬂ:L
n—00 @, 11 n—00 n(n — 1) n—oon — |
La série converge donc sur I'intervalle | — 1; 1] (et sur tout le disque unité ouvert dans C en fait).

[e%S) z"
n=2 n(n-1)"

] = 1;1[, et 'on peut dériver terme a terme :

gy dP (& " Cd (& & L, &, 1
0= (Simn) —a (1) -5 5w

n=2 n=2 "= =2 -z

On peut donc écrire S(z) := De plus, la fonction S est deux fois dérivable sur I'intervalle

11 suffit alors d’intégrer la fonction = +— ﬁ deux fois. On obtient :
S'(z) = —log(1 — x)
puis en procédant a une intégration par parties :
Sﬂw::—iéxbgﬂ——ﬂdt

z
— 1—t$—/ o
[Og< )]0 0 1—t

:—xlog(l—x)—/om (1:5—1> dt

= —zlog(l —z) +log(l —z)+ .

Il reste maintenant a étudier ce qu’il se passeen x =1 et x = —1.
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Si on regarde la fonction somme, on voit

lim S(z)=2log(2)—1.

rz——171

Mais aussi :
lim S(z)=1.

r—1~

. . 1 1 . log(X)
En offet, Jim hlog(h) = lim - log <X> = Jim B
On regarde maintenant la série avec x = 1 et avec z = —1. On sait que les séries sont convergentes
1

car la valeur absolue du terme principal est wnon) Ce qui est équivalent a # et la série de terme

général # est convergente (en utilisant le théoreme de comparaison avec une intégrale). Avec x = 1,
on peut procéder a un télescopage comme dans ’exercice 24 :

n

R i)

k=2 k=2
S
k=2 k—1 k=2 k
B n—1 1 n 1
sk Sk
1
=1———1= lim S(z).
n rz—1—
Pour prouver la convergence de la série entiere lorsque x = —1, on utilise le théoréme des séries

alternées. En effet, la quantité ﬁ tend vers 0 en décroissant. On obtient par ailleurs le résultat :

iﬂ:ﬂog@)—l.

n(n—1)

n=2

Remarque

Lorsque 'on a une série entiere, on peut calculer sa somme et la mettre sous une forme analytique
sur le domaine de convergence. Par exemple, on peut écrire :

fle) = —— = i_ojox

1—2

pour tout z €] — 1;1[. Mais l'existence de f(xy) ne suffit pas pour justifier que la série converge si
xo €] — 1;1[. En effet :

> 1 1 > 1

1" —— =— et M4 —— =—1.
LAty R
—— ~——
n’existe pas =t+oo

29



Exercice 26

Enoncé

o0 —nx

1) Etudier la convergence simple, uniforme, de la série de fonctions : f(z) = 35, ne

2) Calculer f(x) lorsque la série converge.

Correction
Correction du 1) et 2) simultanément

Sie” <1, la série Yo% yne " diverge car le terme général tend vers +oo. Au contraire, si z > 0 (ce
qui implique e® > 1), la série converge. Ainsi, la série converge sur R*.

On calcule f(z) maintenant. On remarque f(z) = > 02 ny™ ou y := e”. Calculons ¢(y) := Y00, ny"
pour y €]0; 1[. On remarque g(y) = yd% neo Y = iy dou flz) = ==t
On en déduit la convergence uniforme sur tout compact de R} mais la convergence n’est pas

uniforme sur R .

60



	Page de garde
	Table des matières
	Exercice 1
	Énoncé
	Correction

	Exercice 2
	Énoncé
	Correction

	Exercice 3
	Énoncé
	Correction

	Exercice 4
	Énoncé
	Correction

	Exercice 5
	Énoncé
	Correction

	Exercice 6
	Énoncé
	Correction

	Exercice 7
	Énoncé
	Correction
	Autre correction

	Exercice 8
	Énoncé
	Correction

	Exercice 9
	Énoncé
	Correction

	Exercice 10
	Énoncé
	Correction

	Exercice 11
	Énoncé
	Correction

	Exercice 12
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Correction du 3)
	Correction du 4)
	Correction du 5)
	Correction du 6)
	Correction du 7)
	Correction du 8)
	Correction du 9)
	Correction du 10)
	Correction du 11)
	Correction du 12)
	Correction du 14)
	Correction du 15)


	Exercice 13
	Énoncé
	Correction

	Exercice 14
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Correction du 3)
	Correction du 4)


	Exercice 15
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Remarque
	Correction du 3)
	Correction du 4)
	Autre méthode
	Correction du 5)
	Correction du 6)
	Remarque
	Autre méthode
	Correction du 7)
	Remarque
	Correction du 8)
	Correction du 9)


	Exercice 31
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Correction du 3)
	Correction du 4)
	Correction du 5)
	Correction du 6)
	Correction du 7)
	Correction du 8)


	Exercice 17
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)


	Exercice 18
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Correction du 3)
	Correction du 4)
	Correction du 5)
	Correction du 6)
	Correction du 7)


	Exercice 19
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Correction du 3)


	Exercice 20
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Correction du 3)
	Correction du 4)
	Correction du 5)
	Correction du 5)
	Correction du 6)
	Correction du 8)
	Correction du 9)
	Correction du 10)
	Correction du 11)
	Correction du 12)
	Correction du 13)
	Correction du 14)
	Correction du 15)


	Exercice 21
	Énoncé
	Remarque
	Correction

	Exercice 22
	Énoncé
	Correction
	Convergence simple
	Convergence uniforme


	Exercice 23
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Correction du 3)
	Correction du 4)
	Correction du 5)
	Correction du 6)


	Exercice 24
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)
	Correction du 2)
	Correction du 4)


	Exercice 25
	Énoncé
	Correction
	Première série
	Deuxième série
	Remarque


	Exercice 26
	Énoncé
	Correction
	Correction du 1)



