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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Définition

ite numérique réelle (ou complexe)

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
['ensemble des entiers N et a valeurs dans R ou C :

u:N—R

ne— u,
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Définition

ite numérique réelle (ou complexe)

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
['ensemble des entiers N et a valeurs dans R ou C :

u:N—R

ne— u,

@ n est le rang de la suite u.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Définition

ite numérique réelle (ou complexe)

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
['ensemble des entiers N et a valeurs dans R ou C :

u:N—R

ne— u,

@ n est le rang de la suite u.

@ u, est le terme général de la suite u.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Définition

ite numérique réelle (ou complexe)

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
['ensemble des entiers N et a valeurs dans R ou C :

u:N—R

ne— u,

@ n est le rang de la suite u.
@ u, est le terme général de la suite u.

o La suite est dénotée u ou (un),cxy Voire (Un),>q-
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Définition

ite numérique réelle (ou complexe)

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
['ensemble des entiers N et a valeurs dans R ou C :

u:N—R

ne— u,

n est le rang de la suite u.
up est le terme général de la suite u.

La suite est dénotée u ou (un),cyy Voire (Un),>o-

On n’écrit pas : “la suite u,".
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Con nce
Suites particuliéres

Quelques exemples

Remarque
Certaines suites ne commencent pas a 0 mais a 1 voire a ng € N.

On écrit alors : u := (un),,>,,o-
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Con nce
Suites particuliéres

Quelques exemples

Remarque

Certaines suites ne commencent pas a 0 mais a 1 voire a ng € N.
On écrit alors : u := (up)

n>ng*
ZNno )

La suite des inverses des entiers

u:= (up),>; avec up := % pour tout n > 1.

.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire

Suites particuliéres

Croissance

Définition
On dit que la suite u = (up) est croissante si : Vn > ng, on a

Upt1 = Up.

n>ng
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Croissance

On dit que la suite u = (up) est croissante si : Vn > ng, on a
Upt1 = Up.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 0 par
2 . .
n SI n est pair

=90 (n=1)2  si n est impair

\
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence

Suites particuliéres
Croissance

On dit que la suite u = (up) est croissante si : Vn > ng, on a
Upt1 = Up.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 0 par

n? si n est pair

=90 (n=1)2  si n est impair

.

Terme anglo-saxon

La traduction de “suite croissante” en anglais est “nondecreasing
sequence”.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
r

particulieres

Croissance stricte

Définition
On dit que la suite u = (up) est strictement croissante si :

¥n > ng, on a upr1 > Up.

n>ng
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Con nce
Suites culieres

Croissance stricte

Définition

On dit que la suite u = (up),>,, est strictement croissante si :
¥n > ng, on a upr1 > Up.

La suite u définie a partir du rang 0 par
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Croissance stricte

Définition
On dit que la suite u = (up),>,, est strictement croissante si :
¥n > ng, on a upr1 > Up.

La suite u définie a partir du rang 0 par

Up:=n

Terme anglo-saxon

La traduction de “suite strictement croissante” en anglais est
“increasing sequence”.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire

Suites particuliéres

Décroissance

Définition
On dit que la suite u = (up) est décroissante si : Vn > ng, on a

Upt1 < Up.

n>ng
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Décroissance

On dit que la suite u = (up) est décroissante si : Vn > ng, on a
Upt1 < Up.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 2 par

% si n est pair

Up = . : :
n (nfl)Q si n est impair

\
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence

Suites particuliéres
Décroissance

On dit que la suite u = (up) est décroissante si : Vn > ng, on a
Upt1 < Up.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 2 par

% si n est pair

Up = . : :
n (nfl)Q si n est impair

.

Terme anglo-saxon

La traduction de “suite décroissante” en anglais est “nonincreasing
sequence”.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
r

particulieres

Décroissance stricte

Définition

On dit que la suite u = (up) est strictement décroissante si :

Vn > ng, on a upy1 < Up.

n>ng
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Décroissance stricte

On dit que la suite u = (up) est strictement décroissante si :
Vn > ng, on a upy1 < Up.

n>ng

.

La suite u définie a partir du rang 1 par

.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence

Suites particuliéres

Décroissance stricte

On dit que la suite u = (up) est strictement décroissante si :
Vn > ng, on a upy1 < Up.

n>ng

.

La suite u définie a partir du rang 1 par

.

Terme anglo-saxon

La traduction de “suite strictement décroissante” en anglais est
“decreasing sequence”.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Con nce
Suites culieres

Monotonie

Définition
Une suite monotone est une suite qui est décroissante ou qui est
croissante. En d'autres termes :

IN
N
IN

Uny Uny+1 > Uny+p <

Vv
V

ou bien  up, > Upyt1 “ 2> Upgtp =
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Monotonie

Définition
Une suite monotone est une suite qui est décroissante ou qui est
croissante. En d'autres termes :

IN
N
IN

Uny Uny+1 > Uny+p <

v

ou bien wupy > Upyt1 = > Upggp = -

Les suites définies dans les quatre précédentes diapositives sont
monotones.

€
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence

Suites particuliéres

Monotonie

Définition
Une suite monotone est une suite qui est décroissante ou qui est
croissante. En d'autres termes :

IN

Upg < Upgt1 < - Upgip < v

Vv
V

ou bien  up, > Upyt1 “ 2> Upgtp =

Les suites définies dans les quatre précédentes diapositives sont
monotones.

Contre-exemple

La suite définie par u, := n(—1)" n'est pas monotone.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Con nce
Suites particuliéres

Définition

La suite réelle u = (un),>,, est majorée s'il existe M € R tel que
up, < M pour tout n > ng.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

La suite réelle u = (un),>,, est majorée s'il existe M € R tel que
up, < M pour tout n > ng.

La suite u définie a partir du rang 0 par

U, = —n

est majorée car u, < 0 pour tout n > 0.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

La suite réelle u = (un),>,, est majorée s'il existe M € R tel que
up, < M pour tout n > ng.

La suite u définie a partir du rang 0 par

U, = —n

est majorée car u, < 0 pour tout n > 0.

Remarque

Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Con nce
Suites particuliéres

Minorée

Définition

La suite réelle u = (un),,, est minorée s'il existe m € R tel que
u, > m pour tout n > ng.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Minorée

La suite réelle u = (un),,, est minorée s'il existe m € R tel que
u, > m pour tout n > ng.

La suite u définie a partir du rang 0 par

Up:=n

est minorée car u, > 0 pour tout n > 0.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Minorée

La suite réelle u = (un),,, est minorée s'il existe m € R tel que
u, > m pour tout n > ng.

La suite u définie a partir du rang 0 par

u, = n?

est minorée car u, > 0 pour tout n > 0.

Remarque

Toute suite croissante est minorée par son premier terme.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Con nce
Suites particuliéres

Définition

La suite réelle ou complexe u = (up),>,, est bornée s'il existe
M > 0 tel que |up| < M pour tout n > ng.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence

Suites particuliéres

Définition
La suite réelle ou complexe u = (up),>,, est bornée s'il existe
M > 0 tel que |up| < M pour tout n > ng.

La suite v définie a partir du rang 0 par

(=1)"

U=

est bornée car |up| < 1 pour tout n > 0.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence

Suites particuliéres

Définition
La suite réelle ou complexe u = (up),>,, est bornée s'il existe
M > 0 tel que |up| < M pour tout n > ng.

La suite v définie a partir du rang 0 par

(=1)"

U=

est bornée car |up| < 1 pour tout n > 0.

Remarque

Une suite réelle est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Suite alternée

Définition

La suite réelle u = (up)
Upupt1 < 0.

n>no €St alternée si pour tout n > ng, on a
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Suite alternée

Définition

La suite réelle u = (up) est alternée si pour tout n > ng, on a

Upupt1 < 0.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 0 par

(=1)"

tn = n?+1

est alternée car upup11 = —Wgﬂm) < 0 pour tout n > 0.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Convergence

Définition rigoureuse

La suite u = (up) est convergente de limite £ si :

n>ng

Ve >0 3N, >ng telqueVn> N, ona: |u,— /| <e.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Convergence

Définition rigoureuse

La suite u = (up) est convergente de limite £ si :

n>ng

Ve >0 3N, >ng telqueVn> N, ona: |u,— /| <e.

On écrit: |lim wu,=Ilimu=/¢ou u, — £ quand n — oo.
o0

n——+o0o
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Convergence
Suites particuliéres

Convergence

Définition rigoureuse

La suite u = (up) est convergente de limite £ si :

n>ng

Ve >0 3N, >ng telqueVn> N, ona: |u,— /| <e.

On écrit: |lim wu,=Ilimu=/ou u, — ¢ quand n — oo.
n——~-00 o0

lim 1 =0, lim 2-e ") =2

n——+oo N n——+o00
n
Soit u, : (1 + Iog ) . Alors, u, — 2 quand n — .
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Divergence

Définition

Une suite divergente est une suite qui n’est pas convergente.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Divergence

Définition

Une suite divergente est une suite qui n’est pas convergente.

Divergence vers I'infini

On dit que la suite u = (up) diverge vers 400 si

n>ng

VH >0 dny > ng tel que Vn> nyona: u, > H.

De méme, on dit que la suite u = (uj) diverge vers —oo si

n>ng

VH >0 dny > ng tel que Vn > ngona: u, < —H.
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Quelques propriétés basiques

Théoreme

Toute suite admet au plus une limite et toute suite convergente est

bornée. )

Théoreme

Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives /1 et
£>. Alors u+ v est convergente de limite /1 + /5.

.

Théoreme

Soit A € R. Soit u une suite convergente de limite £. Alors la suite
A.u est convergente de limite A x /.

\,

Théoreme

Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives /1 et
l>. Alors u X v est convergente de limite ¢1 X /5.

.




Théoreme de comparaison

Idée du théoreme

Certaines suites sont difficiles a étudier. On préfere se ramener a
des suites plus sympathiques.




Théoreme de comparaison

Idée du théoreme
Certaines suites sont difficiles a étudier. On préfere se ramener a
des suites plus sympathiques.

.

Théoreme
Soient trois suites réelles u, v et w. On suppose que I'on a :

up, < vy, < w, pourtout n>ng.

On suppose de plus que u converge vers £, et que w converge vers
Ly,. Alors : £, < /,. De plus, v est bornée.
Si de plus, £, = ¢, =: ¢, alors v est convergente de limite /.




Théoreme de comparaison

Idée du théoreme
Certaines suites sont difficiles a étudier. On préfere se ramener a
des suites plus sympathiques.

Théoreme

Soient trois suites réelles u, v et w. On suppose que I'on a :
up, < vy, < w, pourtout n>ng.

On suppose de plus que u converge vers £, et que w converge vers
Ly,. Alors : £, < /,. De plus, v est bornée.
Si de plus, £, = ¢, =: ¢, alors v est convergente de limite /.

Remarque

Si £, = +oo alors v et w divergent vers +oo. Et, si £, = —oc0
alors u et v divergent vers —oo.




Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Suite croissante et majorée

Théoreme

Soit une suite réelle u croissante et majorée par M. Alors, u
converge vers une limite £ avec £ < M.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Suite croissante et majorée

Théoreme

Soit une suite réelle u croissante et majorée par M. Alors, u
converge vers une limite £ avec £ < M.

Suite décroissante et minorée

Soit une suite réelle u décroissante et minorée par m. Alors, u
converge vers une limite ¢ avec £ > m.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Suite croissante et majorée

Théoreme

Soit une suite réelle u croissante et majorée par M. Alors, u
converge vers une limite £ avec £ < M.

.

Suite décroissante et minorée

Soit une suite réelle u décroissante et minorée par m. Alors, u
converge vers une limite ¢ avec £ > m.

A

Ce résultat est vrai car on est sur R qui est complet.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Autres propriétés

Limite d'une suite complexe

Soit u une suite a valeurs dans C. Alors, u est convergente si et
seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
convergentes. De plus, on a limRe(u) = Re (lim u) et
limIm(v) = Im (lim u).
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particuliéres

Autres propriétés

Limite d'une suite complexe

Soit u une suite a valeurs dans C. Alors, u est convergente si et
seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
convergentes. De plus, on a limRe(u) = Re (lim u) et
limIm(v) = Im (lim u).

.

Valeur absolue (ou module) d'une suite convergente

Soit u une suite convergente de limite £. Alors, |u| converge vers

|£].

\
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Convergence
Suites particulieres

Autres propriétés

Limite d'une suite complexe

Soit u une suite a valeurs dans C. Alors, u est convergente si et
seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
convergentes. De plus, on a limRe(u) = Re (lim u) et
limIm(v) = Im (lim u).

Valeur absolue (ou module) d'une suite convergente

Soit u une suite convergente de limite £. Alors, |u| converge vers

|£].

Fonction continue d'une suite convergente

Soit u une suite convergente de limite ¢ et ¢ une fonction continue
de R dans R. On introduit la suite v définie par v, := ¢ (up).
Alors, la suite v, est convergente de limite ¢(¢).
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Conver e
Suites particuliéres

Suites arithmétiques

Définition

La suite u = (un),>q est arithmétique de raison a si I'on a

Upy1=Up+a Vn>0.
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Suites numériques éfinition et Vocabulaire

Suites particuliéres

Suites arithmétiques

La suite u = (un),>q est arithmétique de raison a si I'on a

Upy1=Up+a Vn>0.

v

Théoremes

Alors, pour tout n > 0, on a : u, = ug + na. Et, pour tout n > 0,
on a

n(n+1) ‘

up+---+up1+u,=(n+1)uo + a 5

€
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Suites numériques éfinition et Vocabulaire

Suites particuliéres

Suites arithmétiques

La suite u = (un),>q est arithmétique de raison a si I'on a

Upy1=Up+a Vn>0.

€

Théoremes

Alors, pour tout n > 0, on a : u, = ug + na. Et, pour tout n > 0,

ona
n(n+1)
5

up+---+up1+u,=(n+1)uo + a

€

Convergence

Sia>0, u, » +o00.Sia<0, u, -+ —o0.
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Suites géométriques

Définition

La suite u = (un),>q est géométrique de raison q # 1 si I'on a
Upt+1 = qup pour tout n > 0.




Suites géométriques

Définition

La suite u = (up),~q est géométrique de raison g # 1 si I'on a
Upt+1 = qup pour tout n > 0.

Théoremes
Alors, pour tout n >0, on a : u, = upq". Et, pour tout n >0, on a

1_qn+1
1—gq

si g # 1. )

up+ -+ Up—1+ Uy = Up




Suites géométriques

Définition

La suite u = (up),~q est géométrique de raison g # 1 si I'on a
Upt+1 = qup pour tout n > 0.

Théoremes
Alors, pour tout n > 0, on a : u, = ugq”. Et, pour tout n > 0, on a

1— qn+1

up+ -+ Up—1+ Uy = Up 1_g

si g # 1.

\,

Convergence
Si |q| > 1, |up| = +00. Si|q| < 1, |us| — 0.




Suites numériques Définition et Vocabulaire
Conver e
Suites particuliéres

Suites puissances

Définition

Une suite puissance a un terme général de la forme u, = n® ou
a e R.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Converg e
Suites particuliéres

Suites puissances

Définition
Une suite puissance a un terme général de la forme u, = n® ou
a e R.

Convergence

La suite u converge vers 0 si « < 0. Si a > 0, elle tend vers +oo.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire

Suites particuliéres

Suites arithmético-géométriques

Définition
Soit a € C avec a # 1 et soit b € C avec b # 0. La suite définie par

Upy1 =aup,+b VneN

est dite arithmético-géométrique.
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Suites numériques Définition et Vocabulaire
Converge
Suites particuliéres

Suites arithmético-géométriques

Définition
Soit a € C avec a # 1 et soit b € C avec b # 0. La suite définie par

Upt1 =aup,+b VneN

est dite arithmético-géométrique.

Terme général

PourtoutnEN,onaiUn:L‘*‘(”O_lTba)an'
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Introduction

Séries numériques

Séries de Riemann

Série numérique

Définition
On se place sur R ou C. Une série numérique sur R est un couple
formé de deux suites numériques {(un),cr 5 (Sn)pen ) tel que pour

tout n € N, on a
n
Sn = Zuk.
k=0
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Séries numériques

Série numérique

Définition
On se place sur R ou C. Une série numérique sur R est un couple

formé de deux suites numériques {(un),cr 5 (Sn)pen ) tel que pour
tout n€ N, on a

Vocabulaire et notation

Pour tout n € N, u,, est le terme général de la série.

Pour tout n € N, S, est la somme partielle au rang n de la série.
Une série sera désignée par (Xup) ou par “la série de terme
général u,".

\,
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Introduction

Résultats élémentaires
es de conver,

Séries de Riemann

Séries numériques

Quelques exemples

Remarque

Certaines séries ne commencent pas a 0 mais a 1 voire a ng € N.
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- 2 - Résultats élémentaires
Séries numériques

Quelques exemples

Remarque

Certaines séries ne commencent pas a 0 mais a 1 voire a ng € N.

La série des inverses des entiers au carré

(Xup),>; avec u, 1= % pour tout n > 1. Notons qu'ici,

. > w2
Jim S, = ;ﬁ =

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



Convergence

On dit que la série de terme général u, converge si la suite des
sommes partielles, (S,), converge vers une limite S.




Convergence

On dit que la série de terme général u, converge si la suite des
sommes partielles, (S,), converge vers une limite S.

Limite de la série

La limite de la série est S, la limite de la suite (S,),,.




Convergence

On dit que la série de terme général u, converge si la suite des
sommes partielles, (S,), converge vers une limite S.

Limite de la série

La limite de la série est S, la limite de la suite (S,),,.

Reste d'ordre n de la série

R, =5-5,= Z U
k=n+1




Convergence

On dit que la série de terme général u, converge si la suite des
sommes partielles, (S,), converge vers une limite S.

Limite de la série

La limite de la série est S, la limite de la suite (S,),,.

Reste d'ordre n de la série

R, =5-5,= Z U
k=n+1

Traduction rigoureuse

n
Zuk—s < E€.

k=0

Ve>0,dN. >0 tel que Vn> N, ona




Quelques remarques

Premiers termes d'une série

Les premiers termes d'une série n'ont pas d'influence sur sa
convergence. Mais ils changent la somme de celle-ci.
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Si (Xup), est convergente, la suite (u,), tend vers 0.




Quelques remarques

Premiers termes d'une série

Les premiers termes d'une série n'ont pas d'influence sur sa
convergence. Mais ils changent la somme de celle-ci.

Condition nécessaire

Si (Xup), est convergente, la suite (u,), tend vers 0.

Condition non suffisante

R

La série peut étre divergente méme si u, tend vers 0. Exemple :
tend vers 0. Or, la série associée diverge.




Quelques remarques

Premiers termes d'une série

Les premiers termes d'une série n'ont pas d'influence sur sa
convergence. Mais ils changent la somme de celle-ci.

Condition nécessaire

Si (Xup), est convergente, la suite (u,), tend vers 0.

Condition non suffisante

La série peut étre divergente méme si u, tend vers 0. Exemple : %
tend vers 0. Or, la série associée diverge.

.

Somme de la série

Si S est la somme de la série de terme général u,, on note

(o ¢] n
S:ZU" ::nli)rgOZuk.
n=0 k=0

A




Attention

Attention (théoreme de réarrangement de Riemann)

[l ne faut pas noter S = 3y up.




Attention

Attention (théoreme de réarrangement de Riemann)

[l ne faut pas noter S = 3y up.

4 (o2 —1)n-1
La série de terme général % pour n > 1 est convergente :

-1t - <
o U log(2). En revanche, si I'on réordonne comme

n=1 n
suit : i1
1 1 1 1 1 ntlg n g
e e R MNP | B
tz3 3tst77 8" nL”So{kz_%)2k+1 kz_lzk}'

tous les termes de la précédente série sont bien sommés. Pourtant,
. . e 3
la limite est ici : 5 log(2).




Attention

Attention (théoreme de réarrangement de Riemann)

Il ne faut pas noter S = 3 un. En effet, cette notation n'a pas
de sens si la série n'est pas absolument convergente.

4 (o2 —1)n-1
La série de terme général % pour n > 1 est convergente :

™1 % = log(2). En revanche, si I'on réordonne comme
suit :
SIS O S S i 2”z+:1 1 z”:l
- — - — — oo = |IIMm — _
32757 8 nito| & 2k 11 &2k

tous les termes de la précédente série sont bien sommés. Pourtant,
. . e 3
la limite est ici : 5 log(2).
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- 2 - Résultats élémentaires
Séries numériques

Définition

Convergence absolue

Une série (Xuy), est dite absolument convergente si la série de
terme général |u,| est convergente.
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- 2 - Résultats élémentaires
Séries numériques

Définition

Convergence absolue

Une série (Xuy), est dite absolument convergente si la série de
terme général |u,| est convergente.

Liens entre la convergence et la convergence absolue

La convergence absolue entraine la convergence simple.
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Somme de séries convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries convergentes de limites
respectives S, et S,. Alors la série (X(un + v,)), est convergente
de limite S, + S, .




Somme de séries convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries convergentes de limites
respectives S, et S,. Alors la série (X(un + v,)), est convergente
de limite S, + S, .

Somme de séries absolument convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries absolument convergentes de
limites respectives s, et s,. Alors la série (X(un + vp)),, est
absolument convergente.




Somme de séries convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries convergentes de limites
respectives S, et S,. Alors la série (X(un + v,)), est convergente
de limite S, + S, .

Somme de séries absolument convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries absolument convergentes de
limites respectives s, et s,. Alors la série (X(un + vp)),, est
absolument convergente.

Multiplication par un scalaire

Soit une série (Xup), convergente de limite S et un scalaire A € K.
La série de terme général Au, est convergente de limite AS.




Introduction

Résultats élémentaires
Critéres de convergence
Séries de Riemann

Séries numériques

Produit de séries

Définition
Soient deux séries (Xup), et (Xv,),. Le produit de ces deux séries
est la série de terme général w, avec

n
wp 1= Z UpVp_k -
k=0
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Séries de Riemann

Séries numériques

Produit de séries

Définition

Soient deux séries (Xup), et (Xv,),. Le produit de ces deux séries
est la série de terme général w, avec

n
wp 1= Z UpVp_k -
k=0

Convergence du produit : théoreme de Cauchy

On suppose que les deux séries sont absolument convergentes.
Alors, la série produit est absolument convergente et I'on a de
plus :

0o oo n 0o 0o
Z Wnp = Z Z UVn—k | = Z Un Z Vn
n=0 n=0 n=0

n=0 \k=0
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C s de convergence

Séries de Riemann

Séries alternées

Définition
Une série (Xuy), est alternée si la suite (up), est alternée
c'est-a-dire si upup+1 < 0 pour tout n € N.
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Séries de Riemann

Séries alternées

Définition
Une série (Xuy), est alternée si la suite (up), est alternée
c'est-a-dire si upup+1 < 0 pour tout n € N.

Théoreme des séries alternées

Soit une série alternée (X uy,),. On suppose que la suite (|unl),
tend vers 0 en décroissant. Alors, la série est convergente.
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Criteres de convergence
Séries de Riemann

Séries numériques

Comparaison de séries a termes positifs

Théoreme

Soient (Xup), et (Xvy), deux séries a termes positifs. On suppose
up < v, pour tout n € N.

Alors, si la série (Xv,), converge, la série (X u,), est également
convergente.

Et, si la série (Xup), diverge vers l'infini, la série (Xv,), est
également divergente.
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Critere de Cauchy et de D'Alembert
Théoreme : critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
I'on a /u, — /.

A




Critere de Cauchy et de D'Alembert
Théoreme : critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
l'on a /u, — L.
@ Si/ < 1, la série est convergente.

A
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Critere de Cauchy et de D'Alembert
Théoreme : critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
l'on a /u, — L.
@ Si/ < 1, la série est convergente.

@ Si /> 1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

Théoreme : critere de D'alembert

On se donne une série a termes strictement positifs (Xuy),. On
Upt+1
— L.

suppose que l'on a
Un

.




Critere de Cauchy et de D'Alembert
Théoreme : critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
l'on a /u, — L.
@ Si/ < 1, la série est convergente.

@ Si /> 1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

Théoreme : critere de D'alembert

| \,

On se donne une série a termes strictement positifs (Xuy),. On
Upt+1
— L.

suppose que l'on a
Un

@ Si ¢ <1, la série est convergente.

.




Critere de Cauchy et de D'Alembert
Théoreme : critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
I'on a /u, — /.

@ Si/ < 1, la série est convergente.

@ Si /> 1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

Théoreme : critere de D'alembert

| \,

On se donne une série a termes strictement positifs (Xuy),. On
Upt+1
— L.

suppose que l'on a
Un

@ Si ¢ <1, la série est convergente.

@ Si ¢ >1, la série est divergente.

.




Critere de Cauchy et de D'Alembert
Théoreme : critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
I'on a /u, — /.

@ Si/ < 1, la série est convergente.

@ Si /> 1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

Théoreme : critere de D'alembert

| \,

On se donne une série a termes strictement positifs (Xuy),. On
Upt+1
— L.

suppose que l'on a
Un

@ Si ¢ <1, la série est convergente.

@ Si ¢ >1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

.
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Séries numériques

Séries de Riemann

Convergence

On se donne x € R. On considere la série (Zu,), avec u, == .

La série converge si et seulement si x > 1. (On définit alors une
fonction, la fonction zéta de Riemann).
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Séries numériques

Séries de Riemann

Convergence

On se donne x € R. On considere la série (Xu,), avec u, := .
La série converge si et seulement si x > 1. (On définit alors une
fonction, la fonction zéta de Riemann).

v
On calcule I'intégrale [ dt = 1 (1— R'™). Cette intégrale

converge si et seulement si 1 — x < 0 c’est-a-dire si x > 1. On
applique alors le théoréme de comparaison avec une intégrale.
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Séries numériques

Séries de Riemann

Convergence

On se donne x € R. On considere la série (Zu,), avec u, == .
La série converge si et seulement si x > 1. (On définit alors une
fonction, la fonction zéta de Riemann).

On calcule I'intégrale [; R ff = X—il (1 — RY™). Cette intégrale

converge si et seuIement sil— x <0 c'est-a-dire si x > 1. On
applique alors le théoréme de comparaison avec une intégrale.

Remarque

Rdt

Si x =1, on a en fait [{* ¢ = log(R) — +o00.

v
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Quelques développements en séries

co x"

o exp(x) = S50 4.
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n

o explx) = Yoo %
. 2n+1
(] Slnh(X) = 2020 m
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n

@ exp(x) = > 020 5
. 2n+1
o Slnh(X) = 2020 m
2n
@ cosh(x) => 12, Bt
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@ sin(x) = >0, ((isz)'
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o exp(x) = Y30 .

e sinh(x) = 3%, %

@ cosh(x) =372, (g—:;,
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° ﬁ =>72 o x", pour tout x €] — 1;1].
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Quelques développements en séries

n

o exp(x) = Yo %,

e sinh(x) = 3%, %

@ cosh(x) =372, (g—:;,

@ sin(x) = >0, %

@ cos(x) =372 %

° ﬁ =>72 o x", pour tout x €] — 1;1].

o log(1l—x) = -3, X pour tout x €] — 1; 1.

° p%x =Y o(—x)" pour tout x €] — 1;1].



Quelques développements en séries

n

o exp(x) = Yo %,

. 2n+1
(] Slnh(X) = 2020 m

2n

@ cosh(x) =372, Bt

. —1)nx2n+1
e sin(x) =Y, ((2sz)l

—1)"x2n

e cos(x) =3, %
° ﬁ =>72 o x", pour tout x €] — 1;1].
o log(1l—x) = -3, X pour tout x €] — 1; 1.
o 1 = > nlo(—x)" pour tout x €] — 1;1].

@ log(l+x)=>3"%, W pour tout x €] — 1;1[.



Quelques développements en séries

n

® exp(x) = >720 -
) 2n+1
e sinh(x) = >0, m
@ cosh(x) =372, @ 2,;
(_1)n 2n+1

(] Sin(X) = Z;)“;O W

0o (_l)nXZn

@ cos(x) =372 Gl

° ﬁ =>72 o x", pour tout x €] — 1;1].

o log(1l—x) = -3, X pour tout x €] — 1; 1.
° 1_%( = > "2 0(—x)" pour tout x €] — 1;1].

@ log(l+x)=>3"%, w pour tout x €] — 1;1[.

n 2n+1
@ arctan(x) =>_52, = 12n+1+ pour tout x €] —1;1[.
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