Bases Indispensables des Mathématiques

Chapitre 8 : Séries numériques.
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Séries numériques : Introduction

Définition et Vocabulaire

Série numérique

Définition
On se place sur un corps K (ce sera R ou C). Une série numérique

sur K est un couple formé de deux suites numériques
{(un)pen i (Sn)pen} tel que pour tout n € N, on a

n
S,, = Z uy .
k=0
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Séries numériques : Introduction ARs q
q Définition et Vocabulaire

Convergence
Convergence absolue

Série numérique

Définition

N
|
N

On se place sur un corps K (ce sera R ou C). Une série numérique
sur K est un couple formé de deux suites numériques
{(un)pen i (Sn)pen} tel que pour tout n € N, on a

n
=3 .
k=0

Vocabulaire et notation

Pour tout n € N, u, est le terme général de la série.
Pour tout n € N, S, est la somme partielle au rang n de la série.
Une série sera désignée par (X u,) ou par “la série de terme général

up'.
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Séries numériques : Introduction ARs .
q Définition et Vocabulaire

nce
e absolue

Quelques exemples

La série de terme général constant égal a 0

(Xu,) avec u, := 0 pour tout n > 0.
Il s’agit de I'élément neutre pour |'addition sur les séries.
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Séries numériques : Introduction ARs .
q Définition et Vocabulaire

nce
e absolue

Quelques exemples

La série de terme général constant égal a 0

(Xu,) avec u, := 0 pour tout n > 0.
Il s’agit de I'élément neutre pour |'addition sur les séries.

Remarque

Certaines séries ne commencent pas a 0 mais a 1 voire a ng € N.
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Séries numériques : Introduction ARs .
q Définition et Vocabulaire

ce absolue

Quelques exemples

La série de terme général constant égal a 0

(Xu,) avec u, := 0 pour tout n > 0.
Il s’agit de I'élément neutre pour |'addition sur les séries.

Remarque

Certaines séries ne commencent pas a 0 mais a 1 voire a ng € N.

La série des inverses des entiers au carré

(Xup),>; avec u, = % pour tout n > 1. Notons qu'ici,
= ;
S =27 =
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Convergence

On dit que la série de terme général u, converge si la suite des
sommes partielles, (S,), converge vers une limite S.




Convergence

On dit que la série de terme général u, converge si la suite des
sommes partielles, (S,), converge vers une limite S.

Limite de la série

La limite de la série est S, la limite de la suite (S,),,.




Convergence

On dit que la série de terme général u, converge si la suite des
sommes partielles, (S,), converge vers une limite S.

Limite de la série

La limite de la série est S, la limite de la suite (S,),,.

Reste d'ordre n de la série

R, =5-5,= Z U
k=n+1




Convergence

On dit que la série de terme général u, converge si la suite des
sommes partielles, (S,), converge vers une limite S.

Limite de la série

La limite de la série est S, la limite de la suite (S,),,.

Reste d'ordre n de la série

R, =5-5,= Z U
k=n+1

Traduction rigoureuse

n
Zuk—s < E€.

k=0

Ve>0,dN. >0 tel que Vn> N, ona




Quelques remarques

Premiers termes d'une série

Les premiers termes d'une série n'ont pas d’'influence sur sa
convergence. Mais ils changent la somme de celle-ci.
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Premiers termes d'une série
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Condition nécessaire

Si (Xup), est convergente, la suite (u,), tend vers 0.




Quelques remarques

Premiers termes d'une série

Les premiers termes d'une série n'ont pas d’'influence sur sa
convergence. Mais ils changent la somme de celle-ci.

Condition nécessaire
Si (Xup), est convergente, la suite (u,), tend vers 0.

Condition non suffisante

S|

La série peut étre divergente méme si u, tend vers 0. Exemple :
tend vers 0. Or, la série associée diverge.




Somme de la série

Si S est la somme de la série de terme général u,, on note

[o¢] n
S:ZU" ::nli_>nc1>OZuk.
n=0 k=0




Somme de la série

Si S est la somme de la série de terme général u,, on note

[o¢] n
S:ZU" ::nli_>ngOZuk.
n=0 k=0

Attention au théoreme de réarrangement de Riemann

Il ne faut pas noter S = 3 up.




Somme de la série

Si S est la somme de la série de terme général u,, on note

[o¢] n
S:ZU" ::nli)rgOZuk.
n=0 k=0

Attention au théoreme de réarrangement de Riemann

Il ne faut pas noter S = 3 up.

(=1)"

-1
La série de terme général “—— pour n > 1 est convergente :

-1 (71,)7’771 = log(2). En revanche, si I'on réordonne comme
suit :
S S O O O i 2”z+:1 1 z":l
- — — - — — 000 = m — -
32757 8 oo | & 2k+1 A2k

tous les termes de la précédente série sont bien sommés. Pourtant,
la limite est ici : 3 log(2).




Somme de la série

Si S est la somme de la série de terme général u,, on note

[o¢] n
S:ZU" ::nli)rgOZuk.
n=0 k=0

Attention au théoreme de réarrangement de Riemann

Il ne faut pas noter S = 3 - u,. En effet, cette notation n'a pas
de sens si la série n'est pas absolument convergente.

. L, _1\n—1
La série de terme général % pour n > 1 est convergente :

-1 (71,)7’771 = log(2). En revanche, si I'on réordonne comme
suit :
S S O O O i 2”z+:1 1 z":l
- — — - — — 000 = m — -
32757 8 oo | & 2k+1 A2k

tous les termes de la précédente série sont bien sommés. Pourtant,
la limite est ici : 3 log(2).




Convergence absolue

Une série (Xu,), est dite absolument convergente si la série de
terme général |u,| est convergente.




Convergence absolue

Une série (Xu,), est dite absolument convergente si la série de
terme général |u,| est convergente.

Liens entre la convergence et la convergence absolue

La convergence absolue entraine la convergence simple.
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Somme de séries convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries convergentes de limites
respectives S, et S,. Alors la série (X(un + vp)), est convergente
de limite S, + S,.




Somme de séries convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries convergentes de limites
respectives S, et S,. Alors la série (X(un + vp)), est convergente
de limite S, + S,.

A

La suite des sommes partielles de la série (X(u, + v,)), est la
somme des suites des sommes partielles des séries (Xu,), et
(Xvn),. Ces deux suites sont convergentes donc leur somme I'est
aussi.

A
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somme des suites des sommes partielles des séries (Xu,), et
(Xvn),. Ces deux suites sont convergentes donc leur somme I'est
aussi.
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Somme de séries absolument convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries absolument convergentes de
limites respectives s, et s,. Alors la série (X(un + vp)), est
absolument convergente.




Somme de séries convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries convergentes de limites
respectives S, et S,. Alors la série (X(un + vp)), est convergente
de limite S, + S,.

.

La suite des sommes partielles de la série (X(up + v,)), est la
somme des suites des sommes partielles des séries (Xu,), et
(Xvp),- Ces deux suites sont convergentes donc leur somme ['est
aussi.

A

Somme de séries absolument convergentes

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries absolument convergentes de
limites respectives s, et s,. Alors la série (X(u, + vp)),, est
absolument convergente.

A

Multiplication par un scalaire

Soit une série (Xup), convergente de limite S et un scalaire A € K.
La série de terme général Au, est convergente de limite AS.




Résultats élémentaires

Produit de séries

Soient deux séries (Xup), et (Xvp),. Le produit de ces deux séries
est la série de terme général w, avec

n
Wwp = Z UkVp—jk -
k=0
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Résultats élémentaires

Produit de séries

Définition
Soient deux séries (Xup), et (Xvp),. Le produit de ces deux séries
est la série de terme général w, avec

Convergence du produit : théoreme de Cauchy

On suppose que les deux séries sont absolument convergentes.
Alors, la série produit est absolument convergente et I'on a de
plus :

(0.0 n (0.0 (0.0
Z Z UVn—k | = Z Un Z Vn
n=0 n=0

n=0 \k=0
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Affaiblissement des hypotheses du théoreme



Affaiblissement des hypotheses du théoreme

Théoreme de Mertens

Soient deux séries (Xup,), et (Xv,),. On suppose que la série
(Xup), est absolument convergente et que la série (Xv,), est
convergente. Alors, la série produit est convergente et I'on a de

plus - o / n 00 0o
> (e = (5] ()




Affaiblissement des hypotheses du théoreme

Théoreme de Mertens

Soient deux séries (Xup,), et (Xv,),. On suppose que la série
(Xup), est absolument convergente et que la série (Xv,), est
convergente. Alors, la série produit est convergente et I'on a de

£ () (E4) ()

n=0 \k=0

plus :

Remarque

La série produit de deux séries convergentes n'est pas
(=1)"
Vn

—1)" ot o , .

(Z%) est convergente (théoreme des séries alternées) mais la
n

n<x~n—1 1

série produit est de terme général w, := (—1)" >3] WoT=DR On
= k(n—k)

. La série

nécessairement convergente. Exemple : u, = v, :=

: 2 .
peut prouver facilement : k(n— k) < - d'ol [w,| > (n—1) x \/%

ce qui ne converge pas vers 0 donc la série produit est divergente.
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Séries alternées

Définition

Une série (Xu,), est alternée si la suite (u,), est alternée
c'est-a-dire si u,up+1 < 0 pour tout n € N.




Séries alternées

Définition

Une série (Xu,), est alternée si la suite (u,), est alternée
c'est-a-dire si u,up+1 < 0 pour tout n € N.

&

Théoreme des séries alternées

Soit une série alternée (Xuy,),. On suppose que la suite (|u|),
tend vers 0 en décroissant. Alors, la série est convergente.




Séries alternées

Une série (Xu,), est alternée si la suite (u,), est alternée
c'est-a-dire si u,up+1 < 0 pour tout n € N.

V.
Théoreme des séries alternées

Soit une série alternée (Xuy,),. On suppose que la suite (|u|),
tend vers 0 en décroissant. Alors, la série est convergente.

V.

On suppose : upp > 0 et uppr1 < 0. On a alors :

Sont2 — Son = tony2 + Uopt1 = |U2nt2| — |U2nt1| <0

car la suite (|uyl),, est décroissante. Ainsi, la suite (Sz,), est
décroissante. De méme, la suite (S541),, est croissante. Puis, on
remarque Sop, — Sopt1 = —uppr1 > 0. De plus, la quantité

Son — Son+1 tend vers 0. Conséquemment, les deux suites sont
adjacentes donc convergent vers une méme limite.

\




Comparaison de séries a termes positifs

Théoreme

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries a termes positifs. On suppose
up < v, pour tout n € N.

Alors, si la série (Xv,), converge, la série (X u,), est également
convergente.

Et, si la série (Xup), diverge vers l'infini, la série (Xv,), est
également divergente.

.




Comparaison de séries a termes positifs

Théoreme

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries a termes positifs. On suppose
up < v, pour tout n € N.

Alors, si la série (Xv,), converge, la série (X u,), est également
convergente.

Et, si la série (Xup), diverge vers l'infini, la série (Xv,), est
également divergente.

On introduit les deux suites U et V définies par U, := > ] uk et
Vi =3 k_o vk- Comme la série (Xv,), est convergente, on en
déduit que la suite V est convergente donc majorée par M > Q.
Conséquemment, il vient U, < V,, < M. La suite U est donc
majorée. Or, U, — U,_1 = up, > 0. Donc la suite U est croissante
et majorée donc convergente.




Comparaison de séries a termes positifs

Théoreme

Soient (Xup), et (Xv,), deux séries a termes positifs. On suppose
up < v, pour tout n € N.

Alors, si la série (Xv,), converge, la série (X u,), est également
convergente.

Et, si la série (Xup), diverge vers l'infini, la série (Xv,), est
également divergente.

On introduit les deux suites U et V définies par U, := > ] uk et
Vi =3 k_o vk- Comme la série (Xv,), est convergente, on en
déduit que la suite V est convergente donc majorée par M > Q.
Conséquemment, il vient U, < V,, < M. La suite U est donc
majorée. Or, U, — U,_1 = up, > 0. Donc la suite U est croissante
et majorée donc convergente.

En prenant la contraposée du premier résultat, on obtient
immédiatement le second.




Critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
'on a /u, — Y.




Critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
l'on a /u, — L.
@ Si /<1, la série est convergente.




Critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
l'on a /u, — L.
@ Si /<1, la série est convergente.

@ Si /> 1, la série est divergente.




Critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
l'on a /u, — L.
@ Si /<1, la série est convergente.

@ Si /> 1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.




Critere de Cauchy

On se donne une série a termes positifs (X u,),. On suppose que
l'on a /u, — L.
@ Si /<1, la série est convergente.

@ Si /> 1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

.

Supposons ¢ < 1. Alors, il existe € > 0 tel que £ =1 — 2¢. Puis, il
existe N, € N tel que pour tout n > N, on a |/u, — €| < edou
up < (1—¢€)". Ainsi, on a

Xn: Up < Xn: (1—6)'33(1—6)%%-

p=Ne p=Ne

La suite des sommes partielles est majorée et croissante donc
convergente.




Critére de D'Alembert

On se donne une série a termes strictement positifs (Xup),. On
Un+1

e

Up

suppose que l'on a

A




Critére de D'Alembert

On se donne une série a termes strictement positifs (Xup),. On
u

n+1 .y

Un
@ Si/ < 1, la série est convergente.

suppose que l'on a

A




Critére de D'Alembert

On se donne une série a termes strictement positifs (Xup),. On
u

n+1 .y

Un
@ Si/ < 1, la série est convergente.

suppose que l'on a

@ Si /> 1, la série est divergente.

A




Critére de D'Alembert

On se donne une série a termes strictement positifs (Xup),. On
u

n+1 .y

Un
@ Si/ < 1, la série est convergente.

suppose que l'on a

@ Si /> 1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

A




Critére de D'Alembert

On se donne une série a termes strictement positifs (Xup),. On
u
n+1 .y
Un
@ Si/ < 1, la série est convergente.

suppose que l'on a

@ Si /> 1, la série est divergente.

@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

Supposons ¢ < 1. Alors, il existe € > 0 tel que £ =1 — 2¢. Puis, |l
existe N. € N tel que pour tout n > N, on a ‘“Z—:l —E‘ < ed'ol
“tl <1 — e On en déduit u, < (1 - €)"~Neup, . En prenant la
racine énieme, on en déduit y/u, < 1 — € si n est suffisamment
grand. On procéde alors comme dans la preuve du critére de

Cauchy.




Comparaison avec une intégrale

Théoreme

Soit une fonction f définie sur R, positive et décroissante, de
limite nulle en l'infini. On introduit u, := f(n). Alors, la série

R
(Xup), converge si et seulement si _lim / f(x)dx < +o0 avec
R—+00 /4
ac R+.
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Séries classiques

Séries de Riemann

Convergence

On se donne x € R. On considere la série (Zu,), avec u, == .

La série converge si et seulement si x > 1. (On définit alors une
fonction, la fonction zéta de Riemann).
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Séries classiques

Séries de Riemann

Convergence

On se donne x € R. On considere la série (Xu,), avec u, := .
La série converge si et seulement si x > 1. (On définit alors une

fonction, la fonction zéta de Riemann).
V.

On calcule I'intégrale [ dt = 1 (1— R'™). Cette intégrale

converge si et seulement si 1 — x < 0 c’est-a-dire si x > 1. On
applique alors le théoréme de comparaison avec une intégrale.
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Séries classiques

Séries de Riemann

Convergence

On se donne x € R. On considere la série (Zu,), avec u, == .
La série converge si et seulement si x > 1. (On définit alors une
fonction, la fonction zéta de Riemann).

|

On calcule I'intégrale [{¥ 4t = L (

dt = L (1 — R'™). Cette intégrale
converge si et seuIement sil —x < 0 c'est-a-dire si x > 1. On

applique alors le théoréme de comparaison avec une intégrale.

Remarque

Si x =1, on a en fait fR dt = log(R) — +oc.

v
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Séries de Bertrand

Convergence

On se donne a > 0. On considére la série de terme général

1 Yo . .
Hlog(m)™ - La série converge si et seulement si o > 1.




Séries de Bertrand

Convergence

On se donne a > 0. On considére la série de terme général

1 Yo . .
Hlog(m)™ - La série converge si et seulement si o > 1.

On calcule I'intégrale pour ? =£ 1

R dlog(x 1— 1—
f2 x(log ))O‘ dx = f (log(x) log(x))® — a— 1 (IOg( ) e — |og(R) O‘)
Cette intégrale converge si et seulement si 1 — a < 0 c’est-a-dire si
« > 1. On applique alors le théoreme de comparaison avec une
intégrale.

.




Séries de Bertrand

Convergence

On se donne a > 0. On considére la série de terme général

1 Yo . .
Hlog(m)™ - La série converge si et seulement si o > 1.

On calcule I'intégrale pour (;4 =£ 1

_ R dlog(x 1— 1—
f2 x(log( ))O‘dx f (log(x) DT = a- 1 (lOg( ) @3 |og(R) O‘)
Cette intégrale converge si et seulement si 1 — a < 0 c’est-a-dire si
« > 1. On applique alors le théoreme de comparaison avec une
intégrale.

.

Remarque

Si a =1, on a en fait
JF sqisasgyedx = log (log(R)) — log (log(2)) — +oc.
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