Bases Indispensables des Mathématiques

Chapitre 6 : Suites numériques.

Julian Tugaut
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Définition

Suite numérique dans un corps K

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
I'’ensemble des entiers N et a valeurs dans un corps K ; le corps K
pouvant désigner R ou C :

u:N—K

ne— u,
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Définition

Suite numérique dans un corps K

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
I'’ensemble des entiers N et a valeurs dans un corps K ; le corps K
pouvant désigner R ou C :

u:N—K

ne— u,

@ n est le rang de la suite u.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Définition

Suite numérique dans un corps K

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
I'’ensemble des entiers N et a valeurs dans un corps K ; le corps K
pouvant désigner R ou C :

u:N—K

ne— u,

@ n est le rang de la suite u.

@ u, est le terme général de la suite v.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Définition

Suite numérique dans un corps K

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
I'’ensemble des entiers N et a valeurs dans un corps K ; le corps K
pouvant désigner R ou C :

u:N—K

ne— u,

@ n est le rang de la suite u.
@ u, est le terme général de la suite v.

o La suite est dénotée u ou (un),cxy Voire (Un),>q-
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
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Définition

Suite numérique dans un corps K

Une suite numérique u := (u,),c st une application, définie sur
I'’ensemble des entiers N et a valeurs dans un corps K ; le corps K
pouvant désigner R ou C :

u:N—K

ne— u,

n est le rang de la suite v.
up est le terme général de la suite u.

o
o
o La suite est dénotée u ou (un),cxy Voire (Un),>q-
@ On n'écrit pas : “la suite u,".
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Quelques exemples

La suite constante égale a 0

u = (up),q avec u, := 0 pour tout n > 0.
Il s’agit de I'élément neutre pour I'addition sur les suites réelles (ou
complexes).
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Quelques exemples

La suite constante égale a 0

u = (up),q avec u, := 0 pour tout n > 0.
Il s’agit de I'élément neutre pour I'addition sur les suites réelles (ou
complexes).

€

Remarque

Certaines suites ne commencent pas a 0 mais a 1 voire a ng € N.

On écrit alors : u := (Un) 1> o -
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Définition et Vocabulaire Monotonie
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Quelques exemples

La suite constante égale a 0

(Un)n>o avec up, := 0 pour tout n > 0.
|| s'agit de I'élément neutre pour I'addition sur les suites réelles (ou
complexes).

Remarque

Certaines suites ne commencent pas a 0 mais a 1 voire a ng € N.
On écrit alors : u = (Un),>p,-

V.

La suite des inverses des entiers

(u,,)n>1 avec u, = pour tout n > 1.

.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Born
Convergence et divergence

Structures algébriques

Ensemble des suites réelles

L'ensemble des suites réelles (up) oy est noté RY.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Structures algébriques

Ensemble des suites réelles

L'ensemble des suites réelles (up) oy est noté RY.

Espace vectoriel et anneau

On munit RY de I'addition, de la multiplication par un scalaire et
de la multiplication comme suit :

U4V = (Un + Va) pen s UXV i= (Un X Vo) ey €t b 1= (@ X ) pen

pour tout u, v € RY et pour tout a € R.
Alors, (RN, +, ) est un R-espace vectoriel et (RN, =+, ><) est ce
que l'on appelle un anneau.

A\
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divi

Croissance

Définition

On dit que la suite u = (up) est croissante si : Vn > ng, on a

Upt1 = Up.

n>ng
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Croissance

On dit que la suite u = (up) est croissante si : Vn > ng, on a
Upt1 = Up.

n>ng

€

La suite u définie a partir du rang 0 par

n? si n est pair

fn = (n—1)>  si nest impair

\,
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Croissance

On dit que la suite u = (up),>,, est croissante si : Vn > ng, on a
Upt1 = Up.

La suite u définie a partir du rang 0 par

n? si n est pair

fn = (n—1)>  si nest impair

\,

Terme anglo-saxon
La traduction de “suite croissante” en anglais est “nondecreasing
sequence”.

v
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divi

Croissance stricte

Définition

On dit que la suite u = (up) est strictement croissante si :

Yn > ng, on a upy1 > Up.

n>ng
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Croissance stricte

Définition

On dit que la suite u = (up) est strictement croissante si :

Yn > ng, on a upy1 > Up.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 0 par

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques
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Croissance stricte

Définition

On dit que la suite u = (up) est strictement croissante si :

Yn > ng, on a upy1 > Up.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 0 par

Terme anglo-saxon

La traduction de “suite strictement croissante” en anglais est
“increasing sequence”.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divi

Décroissance

Définition

On dit que la suite u = (up) est décroissante si : Vn > ng, on a

Upt1 < Up.

n>ng

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Décroissance

On dit que la suite u = (up) est décroissante si : Vn > ng, on a
Upt1 < Up.

n>ng

€

La suite u définie a partir du rang 2 par

% si n est pair
up ‘= 1 . . .
1) si n est impair

\,
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Décroissance

On dit que la suite u = (uy) >, est décroissante si : ¥n > ng, on a
Upt1 < Up.

La suite u définie a partir du rang 2 par

% si n est pair

unp = 0 o .
n (n711)2 si n est impair

\,

Terme anglo-saxon
La traduction de “suite décroissante” en anglais est “nonincreasing
sequence”.

v
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Décroissance stricte

Définition

On dit que la suite u = (up) est strictement décroissante si :

Vn > ng, on a upy1 < Up.

n>ng
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
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Décroissance stricte

Définition

On dit que la suite u = (up) est strictement décroissante si :

Vn > ng, on a upy1 < Up.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 1 par
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Décroissance stricte

Définition

On dit que la suite u = (up) est strictement décroissante si :

Vn > ng, on a upy1 < Up.

n>ng

La suite u définie a partir du rang 1 par

Terme anglo-saxon

La traduction de “suite strictement décroissante” en anglais est
“decreasing sequence”.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Monotonie

Définition
Une suite monotone est une suite qui est décroissante ou qui est
croissante. En d'autres termes :

IN
A
IN

Uny Uny+1 > Uny+p <

Vv
IV

ou bien  wup, > Upyt1 Ungtp = -
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Monotonie

Définition
Une suite monotone est une suite qui est décroissante ou qui est
croissante. En d'autres termes :

IN

Upg < Upgtl < - Upgtp < v

Vv
IV

ou bien  wup, > Upyt1

uno_"_pz...

Les suites définies dans les quatre précédentes diapositives sont
monotones.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
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Monotonie

Définition
Une suite monotone est une suite qui est décroissante ou qui est
croissante. En d'autres termes :

Upg S Upgtl < - Slpgyp < -0

Vv
IV

ou bien  wup, > Upyt1 Ungtp = -

Les suites définies dans les quatre précédentes diapositives sont
monotones.

Contre-exemple

La suite définie par u, := n(—1)" n'est pas monotone.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divi

Définition

La suite réelle u = (un) > pn,
up, < M pour tout n > ng.

est majorée s'il existe M € R tel que
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
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Définition
La suite réelle u = (un) > pn,
up, < M pour tout n > ng.

est majorée s'il existe M € R tel que

La suite u définie a partir du rang 0 par

up = —n’

est majorée car u, < 0 pour tout n > 0.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Définition
La suite réelle u = (un) > pn,
up, < M pour tout n > ng.

est majorée s'il existe M € R tel que

La suite u définie a partir du rang 0 par

up = —n’

est majorée car u, < 0 pour tout n > 0.

Remarque

Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divi

Minorée

Définition
La suite réelle u = (up),,, est minorée s'il existe m € R tel que

u, > m pour tout n > ng.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
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Minorée

Définition
La suite réelle u = (up),,, est minorée s'il existe m € R tel que

u, > m pour tout n > ng.

La suite u définie a partir du rang 0 par

up = n?

est minorée car u, > 0 pour tout n > 0.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Minorée

Définition
La suite réelle u = (up),,, est minorée s'il existe m € R tel que

u, > m pour tout n > ng.

La suite u définie a partir du rang 0 par

up = n?

est minorée car u, > 0 pour tout n > 0.

Remarque

Toute suite croissante est minorée par son premier terme.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divi

Définition

La suite réelle ou complexe u = (up),>,, est bornée s'il existe
M > 0 tel que |u,| < M pour tout n > ng.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
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Définition
La suite réelle ou complexe u = (up),>,, est bornée s'il existe
M > 0 tel que |u,| < M pour tout n > ng.

\

La suite u définie a partir du rang 0 par

(=1)"

= et

est bornée car |up| < 1 pour tout n > 0.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Définition
La suite réelle ou complexe u = (up),,, est bornée s'il existe
M > 0 tel que |u,| < M pour tout n > ng.

\

La suite u définie a partir du rang 0 par

(=1)"

= et

est bornée car |up| < 1 pour tout n > 0.

Remarque
Une suite réelle est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
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Convergence et divi

Suite alternée

Définition
La suite réelle u = (un),>,, est alternée si pour tout n > no, on a
UpUpy1 < 0.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
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Suite alternée

La suite réelle u = (up) est alternée si pour tout n > ng, on a
UpUpy1 < 0.

n>ng

\,

La suite u définie a partir du rang 0 par

(=1)"

n?4+1

n::

est alternée car upup11 = _Wgﬂnﬂ) < 0 pour tout n > 0.

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Convergence

Définition rigoureuse

La suite u = (up) est convergente de limite £ si :

n>ng

Ve >0 3N, >ng tel queVn> N, ona: |u,— /| <e.
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Convergence

Définition rigoureuse

La suite u = (up) est convergente de limite £ si :

n>ng

Ve >0 3N, >ng tel queVn> N, ona: |u,— /| <e.

€

On écrit : lim wu,=Ilimu =/ ou u, — £ quand n — oc.
n—-+o0o e’}
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Convergence

Définition rigoureuse

La suite u = (up) est convergente de limite £ si :

n>ng

Ve >0 3N, >ng tel queVn> N, ona: |u,— /| <e.

On écrit :  lim un—llmu—ﬁou up — £ quand n — oo.
n—-+o0o

lim 1 =0, lim 2-e ") =2

n—+oco n n—-+4o00
n
Soit u, : (1 + Iog ) . Alors, u, — 2 quand n — oc.

v
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Divergence

Définition
Une suite divergente est une suite qui n'est pas convergente.
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Définition et Vocabulaire Monotonie
Bornes
Convergence et divergence

Divergence

Définition

Une suite divergente est une suite qui n'est pas convergente.

Divergence vers I'infini

On dit que la suite u = (up) diverge vers +00 si

n>ng

VH >0 dny > ng tel que Vn> nyona: u, > H.

De méme, on dit que la suite u = (uj) diverge vers —oo si

n>ng

VH >0 dny > ng tel que Vn> nyona: u, <—H.
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© Propriétés



Unicité de la limite

Théoreme
Toute suite admet au plus une limite




Unicité de la limite

Théoreme

Toute suite admet au plus une limite

Supposons par |'absurde qu’une suite u converge vers £1 € R et
vers £ € R avec ¥y £ £1. Alors, il existe g > 0 tel que
|61 — 2] > 2¢q. Par définition :

EINel0 >ng tel que Vn > Nel07 ona: |u,—101]<eo
et 3IN2 >ng tel que Vn> N2

c,ona: |u,—Lo] <e.




Unicité de la limite

Théoreme

Toute suite admet au plus une limite

Supposons par |'absurde qu’une suite u converge vers £1 € R et
vers £ € R avec ¥y £ £1. Alors, il existe g > 0 tel que
|61 — 2] > 2¢q. Par définition :
EINelO >ng telqueVn> N
et HNEO > ng tel que Vn > N,

60, ona: |u,—101]<eo

2,ona: |uy— Lo <ep.

Ainsi, pour tout n > max { N}; N2} |up — lo| + |up — £1] < 26o.

€0’




Unicité de la limite

Théoreme

Toute suite admet au plus une limite

Supposons par |'absurde qu’une suite u converge vers £1 € R et
vers £ € R avec ¥y £ £1. Alors, il existe g > 0 tel que
|61 — 2] > 2¢q. Par définition :
EINelO >ng telqueVn> N
et HNEO > ng tel que Vn > N,

60, ona: |u,—101]<eo

2,ona: |uy— Lo <ep.

Ainsi, pour tout n > max {N2; N2}, |up — lo| + |up — £1] < 2.
L'inégalité triangulaire implique |€2 — l1] < 2¢p ce qui est faux

d’'apres la définition de ¢g.




Bornitude des suites convergente

Théoreme
Toute suite convergente est bornée




Bornitude des suites convergente

Théoreme
Toute suite convergente est bornée

Soit / la limite d'une suite u. Par définition, il existe Ny > 0 tel que
pour tout n > Ny, on a : |u, — ¢| < 1. L'inégalité triangulaire
implique

|un| < Jup — €] + ] < || +1

pour tout n > Nj. Puis, comme u, € R pour tout ng < n < Nj et
que Nj est un nombre fini, on en déduit I'existence de M > 0 tel
que |up| < M pour tout ng < n < N;. Conséquemment, on a :

|up| < Mo := max{M;|¢| + 1}

pour tout n > ng.




Somme de suites convergentes

Théoreme

Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives /7 et
L. Alors u + v est convergente de limite /1 + £5.




Somme de suites convergentes

Théoreme
Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives /1 et
l>. Alors u + v est convergente de limite ¢1 + /5. )

Soit € > 0. Par définition, on a :

dNy > ng tel queVn> Ny, ona: |u,— 1] <

NN o

et IN2>ng tel que Vn> N, ona: |v,— o] <

L'inégalité triangulaire implique

|un+ v — (b1 4+ 0)] < |up—l1] + v — b < €

€

pour tout n > max{Ny; N, }.




Propriétés

Multiplication par un scalaire

Théoreme

Soit A € R. Soit u une suite convergente de limite £. Alors la suite
A.u est convergente de limite A x £.
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Propriétés

Multiplication par un scalaire

Théoreme

Soit A € R. Soit u une suite convergente de limite £. Alors la suite
A.u est convergente de limite A x £.

Si A =0, on a Au, = 0 pour tout n > ng et la suite tend bien vers
0 = X\ x £. Supposons maintenant A # 0. Soit € > 0. Par définition,
il existe N > 0 tel que pour tout n > Ny, on a : |u, — ¢| < §.
Alors :

[Aup — M| = |\ |u, — €] < €

pour tout n > Nj.
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Produit de suites convergentes

Théoreme

Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives /1 et
l>. Alors u X v est convergente de limite {1 X £5.




Produit de suites convergentes

Théoreme

Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives /1 et
l>. Alors u X v est convergente de limite {1 X £5.

La suite v est convergente donc elle est bornée par M > 0.
Supposons ¢1 = 0. Alors, par définition, on a :
€

dN; > ng tel que Vn> Ny, ona: |uy| < Vi

On en déduit : |upv, — 0 x £2| < 1; x M pour tout n > N;. Donc
la suite uv tend bien vers 0. Si /1 # 0, on remarque :

unVn = (up — l1)vp + l1vp .

La suite de terme général (u, — ¢1)v, tend vers O et ¢1v, tend vers
l10>.

v




Théoreme de comparaison

Idée du théoreme

Certaines suites sont difficiles a étudier. On préfere se ramener a
des suites plus sympathiques.




Théoreme de comparaison

Idée du théoreme
Certaines suites sont difficiles a étudier. On préfere se ramener a
des suites plus sympathiques.

.

Théoreme
Soient trois suites réelles u, v et w. On suppose que I'on a :

up, < vy, < w, pourtout n>ng.

On suppose de plus que u converge vers £, et que w converge vers
Ly,. Alors : £, < /,. De plus, v est bornée.
Si de plus, £, = ¢, =: ¢, alors v est convergente de limite /.




Théoreme de comparaison

Idée du théoreme
Certaines suites sont difficiles a étudier. On préfere se ramener a
des suites plus sympathiques.

Théoreme

Soient trois suites réelles u, v et w. On suppose que I'on a :
up, < vy, < w, pourtout n>ng.

On suppose de plus que u converge vers £, et que w converge vers
Ly,. Alors : £, < /,. De plus, v est bornée.
Si de plus, £, = ¢, =: ¢, alors v est convergente de limite /.

Remarque

Si £, = +oo alors v et w divergent vers +oo. Et, si £, = —oc0
alors u et v divergent vers —oo.




Suite croissante et majorée

Théoreme

Soit une suite réelle u croissante et majorée par M. Alors, u
converge vers une limite ¢ avec £ < M.




Suite croissante et majorée

Théoreme

Soit une suite réelle u croissante et majorée par M. Alors, u
converge vers une limite ¢ avec £ < M.

Comme la suite est majorée, I'ensemble {up, ; Ung+1; == ;Un; -
est une partie de R non vide et majorée. Conséquemment, elle
admet une borne supérieure dans R (définition de R). Ainsi, pour
tout € > 0, il existe N > ng tel que £ — e < uy < ¢ puis comme la
suite est croissante on a : £ — € < u, < £ pour tout n > N.




Suite croissante et majorée

Théoreme

Soit une suite réelle u croissante et majorée par M. Alors, u
converge vers une limite ¢ avec £ < M.

Comme la suite est majorée, I'ensemble {up, ; Ung+1; == ;Un; -
est une partie de R non vide et majorée. Conséquemment, elle
admet une borne supérieure dans R (définition de R). Ainsi, pour
tout € > 0, il existe N > ng tel que £ — e < uy < ¢ puis comme la
suite est croissante on a : £ — € < u, < £ pour tout n > N.

Suite décroissante et minorée

Soit une suite réelle u décroissante et minorée par m. Alors, u
converge vers une limite ¢ avec £ > m.




Suite croissante et majorée

Théoreme

Soit une suite réelle u croissante et majorée par M. Alors, u
converge vers une limite ¢ avec £ < M.

Comme la suite est majorée, I'ensemble {up, ; Ungt1; -+ ;Un; -}
est une partie de R non vide et majorée. Conséquemment, elle
admet une borne supérieure dans R (définition de R). Ainsi, pour
tout € > 0, il existe N > ng tel que £ — e < uy < ¢ puis comme la
suite est croissante on a : £ — € < u, < £ pour tout n > N.

Suite décroissante et minorée

Soit une suite réelle u décroissante et minorée par m. Alors, u
converge vers une limite ¢ avec £ > m.

Ce résultat est vrai car on est sur R qui est complet.




Propriétés

Suites adjacentes

Théoréme
Les suites u = (Up) >, €t V = (Vn),>,, SOt adjacentes si
@ u est croissante.

@ v est décroissante.
@ Pour tout n > ng, u, < v,.
@ v, — up, tend vers 0 quand n tend vers ['infini.

Alors, les suites u et v convergent vers une méme limite.

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



Propriétés

Suites adjacentes

Théoreme

Les suites u = (Up) >, €t V = (Vn),>,, SOt adjacentes si
@ u est croissante.

@ v est décroissante.
@ Pour tout n > ng, u, < v,.
@ v, — up, tend vers 0 quand n tend vers ['infini.

Alors, les suites u et v convergent vers une méme limite.

La suite u est croissante et majorée par v,, donc elle converge vers
£,. La suite v est décroissante et minorée par u,, donc elle
converge vers ¢,. Et, u, — v, tend vers ¢, — ¢, d'ou ¢, =¥, .
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Propriétés

Autres propriétés

Limite d’une suite complexe

Soit u une suite a valeurs dans C. Alors, u est convergente si et
seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
convergentes. De plus, on a limRe(u) = Re (lim u) et
limIm(v) = Im (lim u).
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Propriétés

Autres propriétés

Limite d’une suite complexe

Soit u une suite a valeurs dans C. Alors, u est convergente si et
seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
convergentes. De plus, on a limRe(u) = Re (lim u) et

limIm(v) = Im (lim u).

.

Valeur absolue (ou module) d'une suite convergente

Soit u une suite convergente de limite £. Alors, |u| converge vers

1£].
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Propriétés

Autres propriétés

Limite d'une suite complexe

Soit u une suite a valeurs dans C. Alors, u est convergente si et
seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
convergentes. De plus, on a limRe(u) = Re (lim u) et
limIm(v) = Im (lim u).

Valeur absolue (ou module) d'une suite convergente

Soit u une suite convergente de limite £. Alors, |u| converge vers

1£].

Fonction continue d'une suite convergente

Soit u une suite convergente de limite £ et ¢ une fonction continue
de R dans R. On introduit la suite v définie par v, := ¢ (up).
Alors, la suite v, est convergente de limite ¢(¢).
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© Suites particulieres
@ Suites arithmétiques
@ Suites géométriques
@ Suites puissances
@ Suites arithmético-géométriques
@ Suites récurrentes



Suites arithmétiques
Suit dométriques
Suites p ncs
Suites particulieres Suites arithm éométriques

Suites arithmétiques

Définition

La suite u = (up),~o est arithmétique de raison a si I'on a

Upy1=Up+a Vn>0.
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Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques

Suites récurrentes

Suites arithmétiques

La suite u = (up),~o est arithmétique de raison a si I'on a

Upy1=Up+a Vn>0.

.

Théoremes

Alors, pour tout n > 0, on a : u, = ug + na. Et, pour tout n > 0,
on a

na
UO+~-+un1+un=(n+1)<UO+2> .
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Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques

Suites récurrentes

Suites arithmétiques

La suite u = (up),~o est arithmétique de raison a si I'on a

Upy1=Up+a Vn>0.

.

Théoremes

Alors, pour tout n >0, on a : u, = up + na. Et, pour tout n > 0,
on a

na
UO+~-+un1+un=(n+1)<UO+2> .

Convergence

Sia>0, u, — +o00.Sia<0, u, - —0.
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Suites géométriques

Définition

La suite u = (un),>q est géométrique de raison q # 1 si I'on a
Upt+1 = qup pour tout n > 0.




Suites géométriques

Définition

La suite u = (up),~q est géométrique de raison g # 1 si I'on a
Upt+1 = qup pour tout n > 0.

Théoremes
Alors, pour tout n >0, on a : u, = upq". Et, pour tout n >0, on a

1_qn+1
1—gq

si g # 1. )

up+ -+ Up—1+ Uy = Up




Suites géométriques

Définition

La suite u = (up),~q est géométrique de raison g # 1 si I'on a
Upt+1 = qup pour tout n > 0.

Théoremes
Alors, pour tout n > 0, on a : u, = ugq”. Et, pour tout n > 0, on a

1— qn+1

up+ -+ Up—1+ Uy = Up 1_g

si g # 1.

\,

Convergence
Si |q| > 1, |up| = +00. Si|q| < 1, |us| — 0.




Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Sui rithmético-géométriques

Suites puissances

Définition
Une suite puissance a un terme général de la forme u, = n® ou
a e R.
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Suites arithmétiques
ométriques
Suites puissances
Suites particulieres i i ético-géométriques

Suites puissances

Définition
Une suite puissance a un terme général de la forme u, = n® ou
a e R.

Convergence

La suite u converge vers 0 si a« < 0. Si a > 0, elle tend vers +oo.

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



ithmétiques
ométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Suites arithmético-géométriques

Définition
Soit a € C avec a # 1 et soit b € C avec b # 0. La suite définie par

Upy1 =aup+b VneN

est dite arithmético-géométrique.
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ithmétiques
ométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Suites arithmético-géométriques

Définition
Soit a € C avec a # 1 et soit b € C avec b # 0. La suite définie par

Upy1 =aup+b VneN

est dite arithmético-géométrique.

Terme général

PourtoutneN,ona:un:L-i-(u —L)an_
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thmétiques
ométriques
puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Définition

Suites récurrentes

Une suite u est récurrente si chaque terme est défini a partir de ses
précédents :

Un+1 = ®n+1 (UO, ui,--- ,Up—1, ul‘l)

oll @p41 est une fonction de R™! dans R.
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Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Définition

Suites récurrentes

Une suite u est récurrente si chaque terme est défini a partir de ses
précédents :

Un—l—l = ®n+1 (UO, ui,--- ,Up—1, ul‘l)

oll @p41 est une fonction de R™! dans R.

Soit up ;=3 et wn (X0, yXp—1) =1+ %ZZ;}) Xy. Alors :

3 4 9 29 61
up = uy = U = —. U3 = —.Ug = — «+
0 , Ul s U2 25 3 67 4 12
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Suites arithmétiques
Suit éométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Suites récurrentes d'ordre 2

Définition

La suite u = (up),cy est récurrente d'ordre deux s'il existe a,b € C
tels que
Upyo = aupt1 + bu, .
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Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques

Suites récurrentes

Suites récurrentes d'ordre 2

La suite u = (up),cy est récurrente d'ordre deux s'il existe a,b € C
tels que

Upyo = aupt1 + bu, .

Théoreme

L'équation caractéristique de la suite est X2 — aX — b= 0. Si

A = a®> 4+ 4b est non nul, il y a deux solutions r; et r» puis il existe
A1, A2 € C tels que up = A\1r{" + Aorg pour tout n € N.

Si A est nul, il y a une unique solution ry puis il existe A1, \p € C
tels que u, = (A1n+ X\2) r§ pour tout n € N,
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Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Théoreme du point fixe

Théorem

Soit une fonction f telle que

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



Suit thmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Théoreme du point fixe

Théoreme

Soit une fonction f telle que

@ f est définie, continue et dérivable sur un intervalle fermé et
borné de R, Z = [a; b].
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Suit thmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Théoreme du point fixe

Théoreme

Soit une fonction f telle que

@ f est définie, continue et dérivable sur un intervalle fermé et
borné de R, Z = [a; b].

@ 7 est stable par f : f(Z) C Z.
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Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Théoreme du point fixe

Théoreme

Soit une fonction f telle que

@ f est définie, continue et dérivable sur un intervalle fermé et
borné de R, Z = [a; b].

@ 7 est stable par f : f(Z) C Z.
© Pourtout t € Z, |f'(t)| < p< 1
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Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Théoreme du point fixe

Théoreme
Soit une fonction f telle que

@ f est définie, continue et dérivable sur un intervalle fermé et
borné de R, Z = [a; b].

@ 7 est stable par f : f(Z) C Z.
© Pourtout t € Z, |f'(t)| < p< 1

On consideére la suite définie par up € Z et upy1 := f(up). Cette
suite converge vers |'unique point fixe de f sur Z, c'est-a-dire
I'unique élément ¢ € 7 tel que f(¢) = /.

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



Suites arithmétiques
Suites géométriques
Suites puissances
Suites particulieres Suites arithmético-géométriques
Suites récurrentes

Preuve du théoreme du point fixe

Soit n € N. Par définition, on a
|tuns1 — ta] = |F(un) = F(un1)| = |f2, F(£)dt| < plun — pa].
Par récurrence, il vient |upy1 — up| < p" |f(uo) — ug|. Donc :

|untp — un| < [f(uo) — wol (p” 4. +pn+pfl>
1
1—p

< p" |f(uo) — wol

La suite u est donc une suite de Cauchy sur R donc elle converge
vers { € Z. La suite f(u) converge quant a elle vers (). Puis,
comme upy1 = f(up), on en déduit f(¢) = £. L'unicité du point
fixe s'obtient en procédant par I'absurde.
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