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@ Fractions rationnelles : un peu de théorie



Fractions rationnelles : un peu de théorie

Définitions - 1
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Définitions - 1

Définition

Une fraction rationnelle F sur R s’écrit F(X) = % ou Pet@Q

sont deux polyndmes de R[X] avec Q # 0.
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Définitions - 1

Définition

Une fraction rationnelle F sur R s’écrit F(X) = % ou Pet@Q

sont deux polyndmes de R[X] avec Q # 0.

Définition

L’ensemble des fractions rationnelles se note R(X).
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Définitions - 1

Définition

Une fraction rationnelle F sur R s’écrit F(X) = % ou Pet@Q

sont deux polyndmes de R[X] avec Q # 0.

Définition

L’ensemble des fractions rationnelles se note R(X).

Définition

On dira que deux fractions rationnelles g—ll et % sont égales si

P1Q2 = P>Qs.
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Définitions - 2

Définition

Si F = g, alors g est appelé un représentant de F.
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Définitions - 2

Si F = g, alors g est appelé un représentant de F.
v

: 2 ,
Les expressions Xﬁil, 2)?2X+2 et X§<+X sont des représentants de la
méme fraction.
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Définition

Si F € R(X) est tel que F(X) = g(i)) ou Q # 0 et ol P est
premier avec Q, alors le couple (P, Q) est unique a une constante

(dans R) multiplicative non nulle pres.




Définition

Si F € R(X) est tel que F(X) = g(i)) ou Q # 0 et ol P est
premier avec Q, alors le couple (P, Q) est unique a une constante

(dans R) multiplicative non nulle pres.

Définition

Dans ce cas, on dit que g est un représentant irréductible de F.




Définition

Si F € R(X) est tel que F(X) = g(i)) ou Q # 0 et ol P est
premier avec Q, alors le couple (P, Q) est unique a une constante

(dans R) multiplicative non nulle pres.

Définition

Dans ce cas, on dit que g est un représentant irréductible de F.

Soit F(X) :=
irréductible.

X3+X Alors F admet 1 pour représentant




Fractions rationnelles : un peu de théorie

Addition

Définition

Soient F1 := % et Fr = % deux éléments dans R(X). On pose

P1Q + Py

fth= Q1 Q2
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Addition

Soient Fy := £L et F, := £2 deux éléments dans R(X). On pose
(@) [

P1Q + Py

it h= Q1 Q2

Remarque

Ainsi définie, la somme de deux fractions rationnelles ne dépend
pas des représentants choisis.
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Produit

Définition
Soient Fy := £L et F, := £2 deux éléments dans R(X). On pose
(@) [
P1P;

F1><F2:: Qle‘
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Produit

Soient F1 := % et Fr = % deux éléments dans R(X). On pose

P1P>
Q@

Fi x F =

Remarque

Ainsi défini, le produit de deux fractions rationnelles ne dépend pas
des représentants choisis.
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Produit par un scalaire

Définition
Soient F := g un élément dans R(X) et A € R. On pose

AP
AF = —.
Q
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Produit par un scalaire

Soient F := g un élément dans R(X) et A € R. On pose

.

Remarque

Ainsi défini, le produit d'une fraction rationnelle par un scalaire ne
dépend pas du représentant choisi.
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Définition
Soit une fraction rationnelle F(X) := %X% i F 0, on appelle

degré de F le nombre entier (non nécessairement positif) défini par

deg(F) := deg(P) — deg(Q) .

Et, si F =0, on pose deg(F) := —
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Définition

Définition

Soit une fraction rationnelle F(X) := %. Si F # 0, on appelle

degré de F le nombre entier (non nécessairement positif) défini par

deg(F) := deg(P) — deg(Q) .

Et, si F =0, on pose deg(F) := —oc.

Remarque

Le degré d'une fraction rationnelle ne dépend pas du représentant
choisi.

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



Fractions rationnelles : un peu de théorie

Exemples

On considere F(X) := Alors, deg(F) = —

X2+1
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Exemples

On considere F(X) := X%l Alors, deg(F) = —1.

On considere F(X) := X~ Alors deg(F) = 2.

X241
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Exemples

On considere F(X) := Alors, deg(F) = —

X2+1

On considere F(X) := Alors deg(F) =

X2+1

.

Remarque

Comme on a pu le constater dans |'exemple précédent, une fraction
rationnelle avec un degré positif n'est pas nécessairement un
polynéme.
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Propriété

Voyons maintenant quelques propriétés du degré des fractions
rationnelles.
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Propriété

Voyons maintenant quelques propriétés du degré des fractions
rationnelles.

Proposition

Soient F, G € R(X). Comme pour le degré des polyndmes,
deg(F x G) = deg(F) + deg(G).
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Fractions rationnelles : un peu de théorie

Propriété

Voyons maintenant quelques propriétés du degré des fractions
rationnelles.

Proposition
Soient F, G € R(X). Comme pour le degré des polyndmes,
deg(F x G) = deg(F) + deg(G).

Démontrer la proposition.
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© Zéros et poles



Zéros et pdles

Zéro d'une fraction rationnelle

Définition

Soit F := % € R(X). On suppose que g est un représentant
irréductible. Alors toute racine du numérateur P est un zéro.
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Zéros et pdles

Zéro d'une fraction rationnelle

Définition

Soit F := % € R(X). On suppose que g est un représentant
irréductible. Alors toute racine du numérateur P est un zéro.

Soit F(X) := w&—. Alors 0 est un zéro de F.
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Zéros et pdles

Zéro d'une fraction rationnelle

Définition

Soit F := % € R(X). On suppose que g est un représentant
irréductible. Alors toute racine du numérateur P est un zéro.

Alors 0 est un zéro de F.

Soit F(X) :=

X2+1

Contre-exemple

Soit F(X) := A AXED - Alors —1 n'est pas un zéro de F.

(X2+1)(X+1) "
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Pole d'une fraction rationnelle

La notion de pdle d'une fraction rationnelle est essentielle dans la
décomposition en éléments simples, cette derniére étant centrale
dans I'étude des fonctions de transfert en traitement du signal.



Pole d'une fraction rationnelle

La notion de pdle d'une fraction rationnelle est essentielle dans la
décomposition en éléments simples, cette derniére étant centrale
dans I'étude des fonctions de transfert en traitement du signal.

Définition

Soit F := % € R(X). On suppose que g est un représentant
irréductible. Alors toute racine du dénominateur @ est un pdle.




Pole d'une fraction rationnelle

La notion de pdle d'une fraction rationnelle est essentielle dans la
décomposition en éléments simples, cette derniére étant centrale
dans I'étude des fonctions de transfert en traitement du signal.

Soit F := g € R(X). On suppose que g est un représentant
irréductible. Alors toute racine du dénominateur @ est un pdle.

Soit F(X) = % Alors 1 est un pdle de F.




Pole d'une fraction rationnelle

La notion de pdle d'une fraction rationnelle est essentielle dans la
décomposition en éléments simples, cette derniére étant centrale
dans I'étude des fonctions de transfert en traitement du signal.

Soit F := g € R(X). On suppose que g est un représentant
irréductible. Alors toute racine du dénominateur @ est un pdle.

Soit F(X) = % Alors 1 est un pdle de F.

V

Contre-exemple

Soit F(X) := % Alors —2 n'est pas un pole de F.




© Décomposition en éléments simples
@ Pourquoi décomposer en éléments simples ?
@ La théorie de la décomposition en éléments simples



Intégration

D'abord, quelle est la valeur de I'intégrale

2 3_,2 1
/ XmxEL 7
1 x5 +5x3 +4x



Intégration

D'abord, quelle est la valeur de I'intégrale

2 x3-x2+41
N
1 x° +5x3 +4x
Pour calculer cette intégrale, il faut trouver une primitive de la

: . * X3 =x?41
fonction f définie sur R} par f(x) == S-F5 5



Intégration

D'abord, quelle est la valeur de I'intégrale

2 x3-x2+41
N
1 x° +5x3 +4x
Pour calculer cette intégrale, il faut trouver une primitive de la
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fonction f définie sur R par f(x) := %. Est-il vraiment
évident qu’une telle primitive est



Intégration

D'abord, quelle est la valeur de I'intégrale

2 x3-x2+41
N
1 x° +5x3 +4x
Pour calculer cette intégrale, il faut trouver une primitive de la

. spr . 3_,2 . .
fonction f définie sur R par f(x) := %. Est-il vraiment
évident qu’une telle primitive est

1 1 1 5
F(x) =2 log(x) — 3 log(1 4 x?) — 3 arctan(x) + 52 log(4 + x?)

+ §arctan (X) ?
3 2/



Intégration

D'abord, quelle est la valeur de I'intégrale

2 x3-x2+41
N
1 x° +5x3 +4x
Pour calculer cette intégrale, il faut trouver une primitive de la

. spr . 3_,2 . .
fonction f définie sur R par f(x) := %. Est-il vraiment
évident qu’une telle primitive est

1 1 1
F(x) =2 log(x) — = log(1 + x?) — 3 arctan(x) + % log(4 + x?)

3
n 8 ; X\,
—arctan | = | 7
3 2
Toutefois, si I'on remarque f(x) = 7 £ — 3 173 + 15 1f:)?2x, la

connaissance des primitives usuelles permet de conclure
immédiatement.



Transformée de Laplace inverse

On cherche f telle que sa transformée de Laplace est

2
~ p-+2p—4
Fp)= P TP
(p) ot + 203 + p2
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Transformée de Laplace inverse

On cherche f telle que sa transformée de Laplace est
~ p>+2p—4
flP)= 533"
p*+2p>+p
La réponse est bien évidemment

f(x):= (10 — 4x — 10e™* — 5xe™ ™) H(x) ou H est la fonction de
Heaviside.




Transformée de Laplace inverse

On cherche f telle que sa transformée de Laplace est

2
~ p-+2p—4
Fp)= P TP
(p) ot + 203 + p2

La réponse est bien évidemment

f(x):= (10 — 4x — 10e™* — 5xe™ ™) H(x) ou H est la fonction de
Heaviside. Or, au-dela des techniques usuelles en mathématiques
des signaux pour aboutir a ce résultat, il fallait remarquer

s =r 0 4+ — — _ .
p*+2p3 + p? P> p (p+1)2 p+1

p>+2p—4 4 10 5 10
)




Transformée de Laplace inverse

On cherche f telle que sa transformée de Laplace est

2
~ p-+2p—4
Fp)= P TP
(p) ot + 203 + p2

La réponse est bien évidemment

f(x):= (10 — 4x — 10e™* — 5xe™ ™) H(x) ou H est la fonction de
Heaviside. Or, au-dela des techniques usuelles en mathématiques
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En d'autres termes, il fallait avoir décomposé en éléments simples.



Transformée de Laplace inverse

On cherche f telle que sa transformée de Laplace est

2
~ p-+2p—4
Fp)= P TP

(p) ot + 203 + p2

La réponse est bien évidemment

f(x):= (10 — 4x — 10e™* — 5xe™ ™) H(x) ou H est la fonction de
Heaviside. Or, au-dela des techniques usuelles en mathématiques
des signaux pour aboutir a ce résultat, il fallait remarquer

p>+2p—4 4 10 5 10

— =+ — — - .
p*+2p3 + p? P> p (p+1)2 p+1

En d'autres termes, il fallait avoir décomposé en éléments simples.

Remarque

On pouvait aussi procéder a un produit de convolution entre deux
distributions. Mais, il était plus simple de décomposer en éléments
simples.




Théoreme général (preuve admise)

Soit F € R(X) et g un représentant irréductible de F tel que Q
admet la décomposition en facteurs irréductibles suivante :

QUX) = [T Pe(x)*.
k=1

Alors, la fraction F s'écrit de facon unique sous la forme :

.




Théoreme général (preuve admise)

Théoreme

Soit F € R(X) et g un représentant irréductible de F tel que Q

admet la décomposition en facteurs irréductibles suivante :
r
k=1
Alors, la fraction F s'écrit de facon unique sous la forme :
Qri(
= J(
(X) )+ Z (Z Pi( X)J

ou E € R[X] et pour tout k € [1; r] et pour tout j € [1; a], on a
Qkj € R[X] avec deg (Qxj) < deg (Px).

.




Remarques

Remarque

E est la partie entiere de F. Il s’agit aussi du quotient de la
division euclidienne de P par Q.
F — E est la partie fractionnaire de F.




Remarques

Remarque

E est la partie entiere de F. Il s’agit aussi du quotient de la
division euclidienne de P par Q.
F — E est la partie fractionnaire de F.

Définition

Les fractions rationnelles % et E sont les éléments simples de la
k

décomposition en éléments simples.

.




Remarques

Remarque

E est la partie entiere de F. Il s’agit aussi du quotient de la
division euclidienne de P par Q.
F — E est la partie fractionnaire de F.

Définition

Les fractions rationnelles % et E sont les éléments simples de la
k

décomposition en éléments simples.

\,

Remarque

De maniére générale, les éléments simples de R(.X) sont donc les
polyndmes de R[X] et les fractions rationnelles de la forme % ou
Q est irréductible et deg(P) < deg(Q).




Décomposition en éléments simples sur C[X]

Les polyndmes irréductibles de C[X] sont de la forme X — z, avec
zp € C.




Décomposition en éléments simples sur C[X]

Rappel

Les polynémes irréductibles de C[X] sont de la forme X — zy, avec
zp € C. )
Soit F € C(X) et z1,- -,z les poles de F d'ordres respectifs

a1, ,a,. F s'écrit alors de maniére unique

FX0 = 0+ 3 (Z Ak’;ky)

ou E est la partie entiere de F et Axj € C pour tout k € [1;r] et
JE1; ax].




Décomposition en éléments simples sur C[X]
Rappel

Les polynémes irréductibles de C[X] sont de la forme X — zy, avec
zp € C.

Théoreme

Soit F € C(X) et z1,- -,z les poles de F d'ordres respectifs
a1, ,a,. F s'écrit alors de maniére unique

FX) = E00-+ - (Z Ak’;ky)

ou E est la partie entiere de F et Axj € C pour tout k € [1;r] et
JE1; ax].

Remarque
Nous n'aurons JAMAIS a décomposer en éléments simples sur C.




Décomposition en éléments simples sur R[X]

Théoreme

Soit F € R(X) et x1,---,x, les poles réels de F d'ordres respectifs
a1, ,a,. Soient z1,z1, - , Zs, Zs les poles complexes de F
d’ordres respectifs 31, - -, Bs. F s'écrit alors de maniére unique

F(X) X)+Z(Z _Xk)J)

J 1

N Zs: f’: BijX + Cj
=1 \i=1 (X2 —2Re(z/)X +|z[2) 7

ou E est la partie entiere de F, Ay € R pour tout k € [1; r] et
J€[1;a4], Bij, Cj € R pour tout | € [1;s] et j € [1; 5]




e La pratique de la décomposition en éléments simples
@ Procédure

Identification

Poles simples réels

Péles simples complexes

Pdles multiples

Réitération du processus

Utilisation de I'infini

Prendre des valeurs particulieres de X



Procédure générale

Soit une fraction rationnelle F € R(X).
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Procédure générale
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représentant irréductible de F.
@ On calcule le degré de F : deg(F) := deg(P) — deg(Q).



Procédure générale

Soit une fraction rationnelle F € R(X). On suppose que g est un

représentant irréductible de F.
@ On calcule le degré de F : deg(F) := deg(P) — deg(Q).
@ Sideg(F) <0, on passe a |'étape quatre. Si deg(F) > 0, on
détermine la partie entiere E en effectuant la division
euclidienne de P par Q. E est le quotient de cette division.



Procédure générale

Soit une fraction rationnelle F € R(X). On suppose que g est un
représentant irréductible de F.

@ On calcule le degré de F : deg(F) := deg(P) — deg(Q).

@ Sideg(F) <0, on passe a |'étape quatre. Si deg(F) > 0, on
détermine la partie entiere E en effectuant la division
euclidienne de P par Q. E est le quotient de cette division.

© On considere la partie fractionnaire de F : G := g —E= g.
Puis, on effectue la décomposition en éléments simples de G



Procédure générale

Soit une fraction rationnelle F € R(X). On suppose que g est un

représentant irréductible de F.
@ On calcule le degré de F : deg(F) := deg(P) — deg(Q).
@ Sideg(F) <0, on passe a |'étape quatre. Si deg(F) > 0, on
détermine la partie entiere E en effectuant la division
euclidienne de P par Q. E est le quotient de cette division.

© On considere la partie fractionnaire de F : G := g —E= g.
Puis, on effectue la décomposition en éléments simples de G

Q@ On factorise le polyndme Q comme suit : Q(X) =
A(ITher (X = x)™) x (TTiy (X2 = 2Re(z)X + |22)™).



Procédure générale

Soit une fraction rationnelle F € R(X). On suppose que g est un

représentant irréductible de F.
@ On calcule le degré de F : deg(F) := deg(P) — deg(Q).
@ Sideg(F) <0, on passe a |'étape quatre. Si deg(F) > 0, on
détermine la partie entiere E en effectuant la division
euclidienne de P par Q. E est le quotient de cette division.

© On considere la partie fractionnaire de F : G := g —E= g.
Puis, on effectue la décomposition en éléments simples de G

Q@ On factorise le polyndme Q comme suit : Q(X) =
A(ITher (X = x)™) x (TTiy (X2 = 2Re(z)X + |22)™).

© On écrit la forme de la décomposition en éléments simples :

- 2k Akyj ° bi B/JX + C/’j
(B et) (s )

k=1 \j=1 =1 \y=1 (X2 = 2Re(z))X + |z/[?Y



Procédure générale

Soit une fraction rationnelle F € R(X). On suppose que g est un

représentant irréductible de F.
@ On calcule le degré de F : deg(F) := deg(P) — deg(Q).
@ Sideg(F) <0, on passe a |'étape quatre. Si deg(F) > 0, on
détermine la partie entiere E en effectuant la division
euclidienne de P par Q. E est le quotient de cette division.

© On considere la partie fractionnaire de F : G := g —E= g.
Puis, on effectue la décomposition en éléments simples de G

Q@ On factorise le polyndme Q comme suit : Q(X) =
A(ITher (X = x)™) x (TTiy (X2 = 2Re(z)X + |22)™).

© On écrit la forme de la décomposition en éléments simples :

r ok Ak,j s B B/,jX + Cl,j
2 (Z (X - Xk)f> > (Z (X2 — 2Re(z)X + ,2,2)1-) |

J=1 J=1

@ On détermine ensuite les coefficients Ay j, By et C .



Identification en un exemple - 1

Voici un exemple :

X3+4

6(X) = X(X +1)(X2+1)2(X2+4)

On part de

é+ B +CX+D+ EX+ F JrGX+H
X X+1 X241 (x2+1)2 X244

On détermine maintenant les huit coefficients en résolvant
I'équation :

X3+4
SAX 1) (X2 1) (X 4 4) +BX (X2 4 1) (X2 4 4)
+ (CX + D)X(X + 1)(X2 + 1)(X? + 4)
T (EX + F)X(X + 1)(X2 +4) + (6X + H)X(X +1) (X2 +1)".



La pratique de la décomposition en éléments simples

n de l'infini
Prendre des valeurs particulieres de X

Identification en un exemple - 2

Apres plusieurs heures et en m’étant trompé six ou sept fois entre
temps... J'ai fini par trouver un systéme de huit équations linéaires
a huit inconnues :

4A =4
AA+4B+4D+4AF + H =0
9A+4C+4D +4E+4F +G+H =
9A+9B+4C+5D+4E+F+G+2H =

6A+5C+5D+E+ F+2G+2H =0
6A+6B+5C+D+E+2G+H =
A+C+D+G+H =0
A+B+C+G =0
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Procédure

La pratique de la décomposition en éléments simples

Utilisation de I'infini
Prendre des valeurs particulieres de X

Identification en un exemple - 3

A=

~
=
E:361
ST
G: 16
H: 58
— 45

Cet exemple, que I'on reverra par la suite, illustre bien la difficulté
de la mise en place de cette méthode.
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Procédure
Identification
Pdles simples réels
Péles simples complexes
Pole Itiples
La pratique de la décomposition en éléments simples on du processus
Utilisation de I'infini
Prendre des valeurs particulieres de X

Pdles simples réels - 1

On suppose que Q(X) = (X — x1)Q(X) ol x; n'est pas une racine
de Q. ll s’ensuit que xj est racine simple de @. On a alors :

A

Puis, en multipliant par X — xy, il vient
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Procédure
Identification
Pdles simples réels
Péles simples complexes
Pole Itiples
La pratique de la décomposition en éléments simples on du processus
Utilisation de I'infini
Prendre des valeurs particulieres de X

Pdles simples réels - 1

On suppose que Q(X) = (X — x1)Q(X) ol x; n'est pas une racine
de Q. ll s’ensuit que xj est racine simple de @. On a alors :

A
X)= —+T X).
G(X) X—x1+ ruc(X)
Puis, en multipliant par X — xy, il vient
P(X
g = A+ (X — x1) Truc(X).
Q(X)
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Procédure
Identification
Pdles simples réels
Péles simples complexes
Pole Itiples
La pratique de la décomposition en éléments simples on du processus
Utilisation de I'infini
Prendre des valeurs particulieres de X

Pdles simples réels - 2

Comme x; n'est pas un pdle de la fraction rationnelle Truc(X), on
en déduit que prendre X := x3 annule les termes autres que A. Par
conséquent, il vient :
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Pdles simples réels - 3

Reprenons I'exemple précédent :

X3 +4
X(X +1)(X?%+1)%(X2%2+4)
A B CX+D EX+F GX+H

X Tx+1 Xt Toeryp T Xara

On multiplie par X et I'on obtient

X3+4
(X +1)(X2+1)2(X2+4)

B  CX+D EX+F GX+H
=A+X :
- <X+1 X2+1+(X2+1)2+X2+4>

On fait ensuite tendre X vers 0 et I'on trouve 2 = Ad'ou A = 1.

1
~ _ (=1)+4 _ 3
De méme, B = “S 755 = —55-




Pdles simples complexes - 1

On procéde maintenant comme dans le cas réel. On suppose que
Q(X) = (X? = 2Re(z1)X + |z1]?) Q(X) obi z; n’est pas une racine
de (~? Il s’ensuit que z; et Z; sont des racines simples de Q.

On a alors :

BX + C

¢X) = T 3Re(z)X 1 22

+ Machin(X).

Puis, en multipliant par X2 — 2Re(z1)X + |z1]?, il vient



Pdles simples complexes - 1

On procéde maintenant comme dans le cas réel. On suppose que
Q(X) = (X? = 2Re(z1)X + |z1]?) Q(X) obi z; n’est pas une racine
de (~? Il s’ensuit que z; et Z; sont des racines simples de Q.

On a alors :

BX + C
X2 —2Re(z1)X + |z1/?

G(X) = + Machin(X) .

Puis, en multipliant par X2 — 2Re(z1)X + |z1]?, il vient

P(X)
QX)

= BX + C+ (X2 = 2Re(21)X + |21[?) Machin(X)



Pdles simples complexes - 1

On procéde maintenant comme dans le cas réel. On suppose que
Q(X) = (X? = 2Re(z1)X + |z1]?) Q(X) obi z; n’est pas une racine
de (~? Il s’ensuit que z; et Z; sont des racines simples de Q.

On a alors :

BX + C

¢X) = T 3Re(z)X 1 22

+ Machin(X).

Puis, en multipliant par X2 — 2Re(z1)X + |z1]?, il vient

P(X)
QX)

= BX + C+ (X2 = 2Re(21)X + |21[?) Machin(X)

Comme z; n'est pas un pdle de la fraction rationnelle Machin(X),
on en déduit que prendre X := z; annule les termes autres que
BX + C.



Pdles simples réels
Péles simples complexes
oles multiples
La pratique de la décomposition en éléments simples &i ion du p

Prendre des valeurs particulieres de X

Poles simples complexes - 2

Par conséquent, il vient :

B
BZ]_—}—C:ﬂ.

Q(z1)

Puis, comme z; ¢ R, on peut identifier pour trouver B et C.
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Procédure
Identification
Pdles simples réels
Péles simples complexes
Péles multiples
La pratique de la décomposition en éléments simples R tion du processus
Utilisation de I'
Prendre des valeurs particulieres de X

Pdles simples complexes - 3

Reprenons I'exemple :

X3 +4
X(X+1)(X2+1)%(X2+4)
A B CX+D EX+F GX+H
TX X1 X +(X2+1)2+ X2+4

On multiplie par X2 + 4 puis I'on fait tendre X vers 21 et I'on

781+4 _ . ’ N _ _
troUVeW—zlc‘i‘H.d ou G == etH E
Il reste maintenant a déterminer C, D, E et F.
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Procédure
Iden tion
Pdles simples réels
Péles simples complexes
Pdles multiples
La pratique de la décomposition en éléments simples ion du processus
Utilisation de I'infini
Prendre des valeurs particulieres de X

Poles multiples - 1

Dans le cas des pdles multiples, on multiplie par (X — x1)* puis
['on fait tendre X vers x;. On obtient alors
f) X1
Al,al = ~( ) )
Q(x1)
ot I'on a Q(X) = (X — x1)® Q(X) et ol x; n’est pas une racine de
Q.

On peut procéder de méme avec les pdles complexes.
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Péles multiples - 2

Reprenons I'exemple :

X3+4
XX+ 1)(X2 + 1)2(X2 + 4)
A B CX+D EX+F GX+H
TX T xt1 T Xt Toerypy T Xaras

On multiplie par (X2 + 1)? et I'on obtient

X344
X(X +1)(X2%2+4)

= (X?+1)?Bidule(X)+(X?+1)(CX+D)+EX+F .

. . . ) —it4
On fait ensuite tendre X vers i et I'on trouve GT1)x3 — Ei+F
d'ou E = —% et F = —%.
Il reste maintenant a déterminer C et D.



Procédure

Identification
simples réels
simples complexes

oles multiples
La pratique de la décomposition en éléments simples Réitération du processus
Utilisation de ini
Prendre des valeurs particulieres de X

Réitération du processus

A ' _
On retranche alors (x—lﬁ et I'on recommence avec (X — x;)® L.

Et ainsi de suite. On va procéder autrement pour notre exemple.
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Procédure

La pratique de la décomposition en éléments simples on du processus
Utilisation de I'infini
Prendre des valeurs particulieres de X

Utilisation de I'infini - 1

Une technique utile (dans le cas ou le degré est strictement
négatif, ce qui est le cas ici dans la mesure ol |'on a uniquement la
partie fractionnaire) est de multiplier par X puis de faire tendre X
vers l'infini.

On peut aussi étre amené a multiplier par X2 ou X3...
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Utilisation de l'infini - 2
Reprenons I'exemple :

X3 +4
X(X +1)(X2+1)2(X2 +4)
A B  X+D EX+F  GX+H
TX X1 X +(x2+1)2jL X2+4°

On multiplie par X et I'on fait tendre X vers I'infini d'ou

0=A+B+C+G.

Conséquemment, C=-A—-B—-G=-1+ % — % = —%.

Il reste maintenant a déterminer D.



Pdles simples réels
Péles simples complexes

La pratique de la décomposition en éléments simples tion du processus

ion de l'infini
Prendre des valeurs particulieres de X

Prendre des valeurs particulieres de X

On peut prendre X = xp ol xp n'est pas un pdle de la fraction
rationnelle. Puis, on obtient une équation linéaire qui lie les
coefficients entre eux.

Dans notre exemple, on prend X =1 et il vient

5 A, B,C+D E+F G+H
1x2x4x5 2 2 4 5
On en déduit D= —2A—B— C— EfF —2&tH - L.
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