Bases Indispensables des Mathématiques
Chapitre 1 : Trigonométrie
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Un peu de vocabulaire

Fonction p
Fonction b

© Un peu de vocabulaire
@ Fonction périodique
@ Fonction bijective
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Un peu de vocabulaire

Fonction périodique
Fonction bijective

Fonction périodique

Une fonction f sur R est T—périodique si

Vx eR, f(x+T)="F(x).
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Un peu de vocabulaire

Fonction périodique
Fonction bijective

Fonction périodique

Une fonction f sur R est T—périodique si

Vx eR, f(x+T)="F(x).

On dit aussi que f est périodique de période T. )
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Un peu de vocabulaire

Fonction périodique
Fonction bijective

Fonction périodique

Une fonction f sur R est T—périodique si

Vx eR, f(x+T)="F(x).

On dit aussi que f est périodique de période T. )

La fonction cosinus est 27-périodique.
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Un peu de vocabulaire

Fonction périodique
Fonction bijective

Fonction bijective

Soit un intervalle [ de R.
Soit f une fonction de / vers un ensemble E.
La fonction f est dite bijective de / dans E si et seulement si

o f est surjective : Vy € E, dx €/ tel que f(x)=y.
o f est injective : Vxi,x0 € [, x1 # xo implique f(x1) # f(x2).
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Un peu de vocabulaire

Fonction périodique
Fonction bijective

Fonction bijective

Soit un intervalle [ de R.
Soit f une fonction de / vers un ensemble E.
La fonction f est dite bijective de / dans E si et seulement si

o f est surjective : Vy € E, dx €/ tel que f(x)=y.
o f est injective : Vxi,x0 € [, x1 # xo implique f(x1) # f(x2).

La fonction x — x2 est une bijection de R dans R mais elle
n'est pas une bijection de R dans R...
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Cercle trigonométrique

Cercle trigonométrique
Quelques définitions

@ Cercle trigonométrique
@ Cercle trigonométrique
@ Quelques définitions
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Cercle trigonométrique

=(cos(0), sin(0))

(.0

Y

Figure — Cercle de centre O et de rayon 1



Cercle trigonométrique . ,
8 q Cercle trigonométrique

Quelques définitions

Quelques définitions

Radians

Un angle de 6 radians intercepte sur le cercle unité un arc de
longueur 6. 360 degrés valent 27 radians.
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Cercle trigonométrique . ,
8 q Cercle trigonométrique

Quelques définitions

Quelques définitions

Radians

Un angle de 6 radians intercepte sur le cercle unité un arc de
longueur 6. 360 degrés valent 27 radians.

On note M(0) le point d’intersection entre le cercle
trigonométrique et la demi-droite issue de O et d’angle 6 avec |'axe
des abscisses.
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Cercle trigonométrique . ,
8 q Cercle trigonométrique

Quelques définitions

Quelques définitions

Radians

Un angle de 6 radians intercepte sur le cercle unité un arc de
longueur 6. 360 degrés valent 27 radians.

On note M(0) le point d’intersection entre le cercle
trigonométrique et la demi-droite issue de O et d’angle 6 avec |'axe
des abscisses.

Le cosinus de I'angle 6 correspond a I'abscisse du point M(6).
Le sinus de I'angle § correspond a I'ordonnée du point M(0).
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Cercle trigonométrique .
8 q Cercle trigonométrique

Quelques définitions

Quelques définitions 2

Les coordonnées du point M(6)
On a : M(6) = (cos(8),sin(A)) = cos(0)u§ + sin(0) v =: up.
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Cercle trigonométrique

Cercle trigonométrique
Quelques définitions

Quelques définitions 2

Les coordonnées du point M(6)
On a : M(6) = (cos(8),sin(A)) = cos(0)u§ + sin(0) v =: up.

Egalité importante

Théoréme de Pythagore : cos?(#) + sin?(9) = 1.
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Cercle trigonométrique

Cercle trigonométrique
Quelques définitions

Quelques définitions 2

Les coordonnées du point M(6)
On a : M(6) = (cos(8),sin(A)) = cos(0)u§ + sin(0) v =: up.

Egalité importante

Théoréme de Pythagore : cos?(#) + sin?(9) = 1.

Tangente

La tangente de I'angle 6 est le rapport du sinus sur le cosinus :

__sin(f)
tan(0) := cos(0)

si cos(f) #0.
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Fonctions sinus et arcsinus

Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosin
Fonctions tangente et arctangente

9 Etude des fonctions trigonométriques
@ Fonctions sinus et arcsinus
@ Fonctions cosinus et arccosinus
@ Fonctions tangente et arctangente
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions ta nte et arctangente

Fonctions sin et arcsin

@ La fonction sinus est définie sur RR.
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tar e et arctangente

Fonctions sin et arcsin

@ La fonction sinus est définie sur RR.

o Elle est a valeurs dans l'intervalle [—1;1].
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tar e et arctangente

Fonctions sin et arcsin

@ La fonction sinus est définie sur R.
o Elle est a valeurs dans l'intervalle [—1;1].

@ La fonction sinus est 2w-périodique.
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Fonctions sin et arcsin

@ La fonction sinus est définie sur R.
o Elle est a valeurs dans l'intervalle [—1;1].

@ La fonction sinus est 2w-périodique.

Bijection

La fonction sinus n'est pas bijective de R dans [—1;1].
Mais, elle réalise une bijection de [—%; 5] dans [—1;1].

On peut alors définir sa fonction réciproque,

arcsin:  [-1;1] — [—g; 721

X > arcsin(x) .
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre sinus et arcsinus

Par définition, sin (arcsin(x)) = x pour tout x € [-1;1]. |
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre sinus et arcsinus

Par définition, sin (arcsin(x)) = x pour tout x € [-1;1]. |

Toutefois, la formule réciproque arcsin (sin(x)) = x n’est vraie que
si x € [—%:5]. J
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre sinus et arcsinus

Par définition, sin (arcsin(x)) = x pour tout x € [-1;1].

Toutefois, la formule réciproque arcsin (sin(x)) = x n’est vraie que

si x € [—%:5].

Z. Et, sin (arcsin(x)) =sin (%) = § — 5

Six= ? arcsin(x) = n
Mais, si x = % + 4, sin(x) = 3. Et,
arcsin (sin(x)) — arcsin (?) =I£x.
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre sinus et arcsinus

Par définition, sin (arcsin(x)) = x pour tout x € [-1;1]. |

Toutefois, la formule réciproque arcsin (sin(x)) = x n’est vraie que
si x € [—%:5].

Si x = ? arcsin(x) = 5. Et, sin (arcsin(x)) = sin (5) = ? = X.

Mais, si x = § + 4, si

n 2
arcsin (sin(x)) = arcsin (73) =3 #X

Remarque : arcsin (sin(x)) = x + 2k, ou k dépend de x. J
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Représentations graphiques

Figure — Graphes des fonctions sinus (a gauche) et arcsinus (a droite).



Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Fonctions cos et arccos

@ La fonction cosinus est définie sur R.
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions t nte et arctangente

Fonctions cos et arccos

@ La fonction cosinus est définie sur R.

@ Elle est a valeurs dans I'intervalle [—1;1].
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions t nte et arctangente

Fonctions cos et arccos

@ La fonction cosinus est définie sur R.
@ Elle est a valeurs dans I'intervalle [—1;1].

@ La fonction cosinus est 27-périodique.
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FODCUOV‘IS sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Fonctions cos et arccos

@ La fonction cosinus est définie sur R.
@ Elle est a valeurs dans I'intervalle [—1;1].

@ La fonction cosinus est 27-périodique.

Bijection

La fonction cosinus n'est pas bijective de R dans [—1;1]. Mais, elle
réalise une bijection de [0; 7] dans [—1;1].
On peut alors définir sa fonction réciproque,

arccos :  [—1;1] — [0; 7]
x > arccos(x) .
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FOHCUOV‘IS sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions t nte et arctangente

Formules entre cosinus et arccosinus

Par définition, cos (arccos(x)) = x pour tout x € [—1;1]. |
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FOﬂCtIOHS sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre cosinus et arccosinus

Par définition, cos (arccos(x)) = x pour tout x € [—1;1]. |

Toutefois, la formule réciproque arccos (cos(x)) = x n’est vraie
que si x € [0; 7. J
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FODCUOHS sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre cosinus et arccosinus

Par définition, cos (arccos(x)) = x pour tout x € [—1;1].

N

Toutefois, la formule réciproque arccos (cos(x)) = x n’est vraie
que si x € [0; 7.

Slx—i,arccos( ) = Z. Et, cos(%):gzx.

fEt

6°
Mais, si x = & + 47, cos(x) =
arccos (cos(x) = arccos (i)
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FODCtIOHS sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre cosinus et arccosinus

Par définition, cos (arccos(x)) = x pour tout x € [—1;1].

N

Toutefois, la formule réciproque arccos (cos(x)) = x n’est vraie
que si x € [0; 7.

Si x = i, arccos(x) = . Et, cos (Z) = V3 = x.

Mais, si x = & + 47, cos(x) = § Et,
arccos (cos(x)) = arccos (73) =E#x

W
Remarque : arccos (cos(x)) = x + 2km, ou k dépend de x. )
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Représentations graphiques

Figure — Graphes des fonctions cosinus (a gauche) et arccosinus (a
droite).




Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Fonctions tan et arctan

o La fonction tangente est définie sur R\ {§ + km; k € Z}.
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Fonctions tan et arctan

o La fonction tangente est définie sur R\ {§ + km; k € Z}.

o Elle est a valeurs dans l'intervalle ouvert | —o0o0; +oo[ = R.
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Fonctions sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Fonctions tan et arctan

o La fonction tangente est définie sur R\ {§ + km; k € Z}.
o Elle est a valeurs dans l'intervalle ouvert | —o0o0; +oo[ = R.

@ La fonction tangente est m-périodique.

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



FOHCUOHS sinus et arcsinus
Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Etude des fonctions trigonométriques

Fonctions tan et arctan

o La fonction tangente est définie sur R\ {§ + km; k € Z}.

o Elle est a valeurs dans l'intervalle ouvert | —o0o0; +oo[ = R.

@ La fonction tangente est m-périodique.

Bijection

La fonction tangente n'est pas bijective de R\ {5 + k7 ; k € Z}
dans R. Mais, elle réalise une bijection de |—%; 5[ dans R.

On peut alors définir sa fonction réciproque,

T

tan: R— |-~
arctan } 5 2[
x + arctan(x) .
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FOﬂCtIOHS sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre tangente et arctangente

Par définition, tan (arctan(x)) = x pour tout x € R. |
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FOﬂCtIOHS sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre tangente et arctangente

Par définition, tan (arctan(x)) = x pour tout x € R. |

Toutefois, la formule réciproque arctan (tan(x)) = x n’est vraie
que si x € ] 219 [ J

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



FOﬂCtIO”S sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus

Fonctions tangente et arctangente

Formules entre tangente et arctangente

Par définition, tan (arctan(x)) = x pour tout x € R. |

Toutefois, la formule réciproque arctan (tan(x)) = x n’est vraie
mT. T

que si x € |-5; 5.

Si x = /3, arctan(x) = 5. Et, tan (3) = V3 =x.
Mais, si x = Z +m, tan(x) = V3. Et,

arctan (tan(x)) = arctan (\/ﬁ) =Z#x
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FOﬂCtIO”S sinus et arcsinus
Etude des fonctions trigonométriques Fonctions cosinus et arccosinus
Fonctions tangente et arctangente

Formules entre tangente et arctangente

Par définition, tan (arctan(x)) = x pour tout x € R. |

Toutefois, la formule réciproque arctan (tan(x)) = x n’est vraie
mT. T

que si x € |-5; 5.

Si x = /3, arctan(x) = 5. Et, tan (3) = V3 =x.
Mais, si x = Z +m, tan(x) = V3. Et,

arctan (tan(x)) = arctan (\/ﬁ) =Z#x

Remarque : arctan (tan(x)) = x + km, ot k dépend de x. J
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Représentations graphiques

droite).

Figure — Graphes des fonctions tangente (3 gauche) et arctangente (a



Formules de bases

Formules d’addition

Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules d

Formules de f:

e Formules trigonométriques
Formules de bases
Formules d'addition
Formules de duplication
Formules de linéarisation
Formules de factorisation

®© 6 6 0
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication

Formules trigonométriques Formules de linéarisa
Formules de f:

Formules de bases 1

Parité et imparité

La fonction cosinus est paire : cos(—x) = cos(x).
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Formules de bases

Formules d’addition

Formules de d
Formules trigonométriques Formules

Formules de fa

Formules de bases 1

Parité et imparité

La fonction cosinus est paire : cos(—x) = cos(x).
Les fonctions sinus et tangente sont impaires : sin(—x) = — sin(x)
et tan(—x) = —tan(x).
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de liné tion
Formules de factorisation

Formules de bases 1

Parité et imparité

La fonction cosinus est paire : cos(—x) = cos(x).
Les fonctions sinus et tangente sont impaires : sin(—x) = — sin(x)
et tan(—x) = —tan(x).

.

Liens entre sinus et cosinus

Pour tout x € R, on a

cos (;T - x) =sin(x) et sin <72T — x) = cos(x) .

A\
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de linéarisation
Formules de factorisation

Formules de bases 1

Parité et imparité

La fonction cosinus est paire : cos(—x) = cos(x).
Les fonctions sinus et tangente sont impaires : sin(—x) = — sin(x)
et tan(—x) = —tan(x).

.

Liens entre sinus et cosinus

Pour tout x € R, on a

cos (;T - x) =sin(x) et sin <72T — x) = cos(x) .
Al . us 1
On en déduit par ailleurs : tan ( —x) = —.
2 tan(x)

A\
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de lin on
Formules de facto

Formules de bases 2

Symétrie par rapport a la droite (x

Pour tout x € R, on a

sin(m — x) =sin(x) et cos(m — x) = — cos(x).
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Formules de bases

Formules d’addition

Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de liné i

Formules de bases 2

métrie par rapport a la droite (x =

Pour tout x € R, on a
sin(m — x) =sin(x) et cos(m — x) = — cos(x).
On en déduit par ailleurs :

tan (m — x) = —tan(x).
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de linéarisation
Formules de factorisation

Formules de bases 2

Symétrie par rapport 2 la droite (x =

Pour tout x € R, on a
sin(m — x) =sin(x) et cos(m — x) = — cos(x).
On en déduit par ailleurs :

tan (m — x) = —tan(x).

Autres formules
tan(m + x) = tan(x), sin(nm + x) = (—1)"sin(x),
cos(nm + x) = (—1)" cos(x) et tan(nm + x) = tan(x).

il = — = =

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques




Formules de bases

Formules d’addition

Formules de d
Formules trigonométriques Formules

Formules de fa

Formules d'addition

Formules principales

Pour tous les réels x et y, on a:

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x) .
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Formules de bases
Formules d" addltlon
Formules de d i

Formules trigonométriques Formules de linéarisatio

Formules de factorisation

Formules d'addition

Formules principales

Pour tous les réels x et y, on a:

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x 4+ y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x) .

Autres formules

cos(x — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y),
sin(x — y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x),

Julian Tugaut Bases Indispensables des Mathématiques



Formules de bases
Formules d" addltlon
Formules de d i
Formules trigonométriques Formules de linéarisatio
Formules de factorisation

Formules d'addition

Formules principales

Pour tous les réels x et y, on a:

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x 4+ y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x) .

Autres formules
cos(x — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y),
sin(x — y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x),

Ces formules se déduisent des deux précédentes.
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication

Formules trigonométriques Formules li i
Formules

Formules de duplication

Duplication du cosinus

cos(2x) = cos?(x) — sin®(x).
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de li io
Formules de factc

Formules de duplication

Duplication du cosinus

cos(2x) = cos?(x) —sin®(x) = 2cos?(x) — 1 =1 — 2sin*(x)

(en nous servant de la relation cos?(x) + sin?(x) = 1.)
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de linéa ion
Formules de factorisation

Formules de duplication

Duplication du cosinus

cos(2x) = cos?(x) —sin®(x) = 2cos?(x) — 1 =1 — 2sin*(x)

(en nous servant de la relation cos?(x) + sin?(x) = 1.)

Duplication du sinus

sin(2x) = 2 cos(x) sin(x) .
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de linéarisation
Formules de factorisation

Formules de duplication

Duplication du cosinus

cos(2x) = cos?(x) —sin®(x) = 2cos?(x) — 1 =1 — 2sin*(x)

(en nous servant de la relation cos?(x) + sin?(x) = 1.)

Duplication du sinus

sin(2x) = 2 cos(x) sin(x) .

Duplication de la tangente

2tan(x)
1—tan?(x)
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tan(2x) =




Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de linéarisation
Formules de factorisation

Formules de linéarisation

Linéarisation de cos?(x) et de sin?(x)

14 cos(2x)
B 2

1 —cos(2x)

cos?(x) et sin’(x) = 5
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Formules de bases
Formules d’addition
Formules de duplication
Formules trigonométriques Formules de linéarisation
Formules de factorisation

Formules de linéarisation

Linéarisation de cos?(x) et de sin?(x)

cos?(x) = HCZSQX) et sin?(x) = l—czs(2x)'
cos(x) cos(y) = cos(x +y) er cos(x — y) ’
sin(x) sin(y) = cos(x — y) ; cos(x + y) ’
sin(x) cos(y) = sin(x + y) —;sin(x —y)
1 —cos(2x)
et tan?(x) = 1T cos(20)

= = = = =
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Formules de factorisation

cos(x) + cos(y) = 2 cos (x—;—y) cos (X ; y> )




Formules de factorisation

cos(x) + cos(y) = 2 cos (x—;—y) cos (X ; y> )

Astuce : X:x+y+x—y et y:x—i-y_x—y_




Formules de factorisation

cos(x) + cos(y) = 2 cos (X;y) cos (X ; Y> ’
cos(x) — cos(y) = —2sin <x+2y> sin <X ; y) ;

Astuce : X:X+y+x—y o y:X"‘Y_X—y_




Formules de factorisation

cos(x) + cos(y) = 2 cos (x—;—y) cos (X ; y> )
cos(x) — cos(y) = —2sin <x+2y> sin (X ; y) ;
sin(x) + sin(y) = 2sin (x42—y> cos (x;y) )

Astuce : X:x+y+x—y et y:x—i-y_x—y_




Formules de factorisation

cos(x) + cos(y) = 2cos (X;y) cos (X . y> ,
cos(x) — cos(y) = —2sin (’?) sin (X = y) ,
i) == i) = 26 (X;Ly> cos (X;y) ,
i) — i) = Pt <X2y> cos (X;y> ,

X+y X-—Yy X+y XxX-—Yy
Ast : = t = — .
stuce X 5 T > et y > 5




Angles remarquables

e Angles remarquables
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Angles remarquables

Tableau des angles remarquables

Angles (radians) A
Angles (degrés) | 0|30 | 45| 60 | 90
Sinus

Cosinus

Tangente
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Angles remarquables

Tableau des angles remarquables

Angles (radians) |0 | § | 7 | 5 | 3
Angles (degrés) | 0|30 | 45| 60 | 90
Sinus 0

Cosinus 1 0
Tangente 0 100
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Angles remarquables

Tableau des angles remarquables

Angles (radians) |0 | § | 7 | 5 | 3
Angles (degrés) | 0|30 | 45| 60 | 90
Sinus 0 g

Cosinus 1 ? 0
Tangente 0 1 100
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Angles remarquables

Tableau des angles remarquables

Angles (radians) |0 | § | 7 | 5 | 3
Angles (degrés) | 0|30 | 45| 60 | 90
i 1 2 [ /3
Sinus 0|1 % %
i 3] V2| 1
Cosinus 1 % % : 0
Tangente 0 § 1 V3| 4+
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