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Exercice 55

Énoncé

Soient X, Y et Z trois variables aléatoires réelles telles que X suit la loi B (n, p), Y suit la
loi P (λ) et Z suit la loi E(λ).
1. Calculer l’espérance et la variance de X en utilisant sa fonction caractéristique.

2. Calculer l’espérance et la variance de Y en utilisant sa fonction caractéristique.

3. Calculer l’espérance et la variance de Z en utilisant sa fonction caractéristique.

Rappels

On rappelle que l’on a

ϕX(t) =
(
peit + 1− p

)n
ainsi que

ϕY (t) = exp
[
λ
(
eit − 1

)]
.

Enfin :

ϕZ(t) = λ

λ− it
.

Remarque

On pourrait calculer l’espérance ainsi que la variance de X, de Y et de Z sans passer par les
fonctions caractéristiques.

Correction

Correction du 1)

On sait que l’on a
ϕ′X(0) = iE[X] .

Donc, E[X] = −iϕ′X(0). Or le calcul nous donne

ϕ′X(t) = nipeit
(
peit + 1− p

)n−1
.

D’où ϕ′X(0) = nip. Il vient E[X] = np.

De même, on a
ϕ′′X(0) = −E[X2] .

Donc, E[X2] = −ϕ′′X(0). Or le calcul nous donne

ϕ′′X(t) = −n(n− 1)p2e2it
(
peit + 1− p

)n−2
− npeit

(
peit + 1− p

)n−1
.

D’où ϕ′′X(0) = −np((n− 1)p+ 1). Il vient E[X2] = np((n− 1)p+ 1). Puis, il s’ensuit

Var[X] = E[X2]− E[X]2 = np((n− 1)p+ 1)− n2p2 = np(1− p) .
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Correction du 2)

On procède de même avec la loi de Poisson de paramètre λ.

On sait que l’on a
ϕ′Y (0) = iE[Y ] .

Donc, E[Y ] = −iϕ′Y (0). Or le calcul nous donne

ϕ′Y (t) = iλeit exp
[
λ
(
eit − 1

)]
.

D’où ϕ′Y (0) = iλ. Il vient E[Y ] = λ.

De même, on a
ϕ′′Y (0) = −E[Y 2] .

Donc, E[Y 2] = −ϕ′′Y (0). Or le calcul nous donne

ϕ′′Y (t) = −λ2e2it exp
[
λ
(
eit − 1

)]
− λeit exp

[
λ
(
eit − 1

)]
.

D’où ϕ′′Y (0) = −λ2 − λ. Il vient E[Y 2] = λ2 + λ. Puis, il s’ensuit

Var[Y ] = E[Y 2]− E[Y ]2 = λ2 + λ− λ2 = λ .

Correction du 3)

On procède de même avec la loi exponentielle de paramètre λ.

On sait que l’on a
ϕ′Z(0) = iE[Z] .

Donc, E[Z] = −iϕ′Z(0). Or le calcul nous donne

ϕ′Z(t) = λi

(λ− it)2 .

D’où ϕ′Z(0) = i
λ
. Il vient E[Z] = 1

λ
.

De même, on a
ϕ′′Z(0) = −E[Z2] .

Donc, E[Z2] = −ϕ′′Z(0). Or le calcul nous donne

ϕ′′Z(t) = − 2λ
(λ− it)3 .

D’où ϕ′′Z(0) = − 2
λ2 . Il vient E[Z2] = 2

λ2 . Puis, il s’ensuit

Var[Z] = E[Z2]− E[Z]2 = 2
λ2 −

(1
λ

)2
= 1
λ2 .
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Exercice 56

Énoncé

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 1. Soit ε une variable aléatoire
de loi 1

2δ−1 + 1
2δ1. On suppose que X et ε sont indépendantes. On pose Y := εX. On dit que

Y suit la loi de Laplace.

1. Montrer que la loi de Laplace est une loi à densité.

2. Calculer la fonction caractéristique de la loi de Laplace.

Correction

Correction du 1)

Pour ce faire, on regarde la fonction de répartition de Y :

FY (y) = P (Y ≤ y)
= P (εX ≤ y)
= P (εX ≤ y, ε = 1) + P (εX ≤ y, ε = −1)
= P (X ≤ y, ε = 1) + P (X ≥ −y, ε = −1) .

On utilise ensuite l’indépendance puis la loi de ε :

FY (y) = 1
2P(X ≤ y) + 1

2P(X ≥ −y)

= 1
2 (FX(y) + 1− FX(−y)) .

Comme FX est continue sur R et dérivable presque partout (vu que X est à densité), on
en déduit qu’il en est de même pour FY . De plus, fY (y) = 1

2 (fX(y) + fX(−y)) = 1
2e
−|y|.

Correction du 2)

On calcule comme suit :

7



ϕY (t) = E[eitY ]

= 1
2

∫ ∞
−∞

eitye−|y|dy

= 1
2

∫ 0

−∞
eityeydy + 1

2

∫ +∞

0
eitye−ydy

= 1
2

[ 1
it+ 1 (1− 0) + 1

it− 1 (0− 1)
]

= 1
2

[ 1
it+ 1 + 1

1− it

]
= 1

1 + t2
.

Remarque 1

Dans la première question, on peut noter une “erreur” concernant la densité de probabilité
de Y . En effet, en 0, la valeur est 1 et non pas 1

2 . Néanmoins, comme on ne manipule pas des
fonctions mais des classes d’équivalence de fonctions, il n’y a pas d’erreur.

Remarque 2

Comme la densité de probabilité est paire, sa transformée de Fourier (modulo le signe et le
2π) est une fonction à valeurs réelles et paire. Ceci est très important au second semestre
dans les cours “Signaux et Systèmes discrets” ainsi que “Signaux aléatoires”.

Remarque 3

On note que la transformée de Fourier de la loi de Laplace est une loi de Cauchy (modulo
une constante) et donc la transformée de Fourier de la loi de Cauchy est une loi de Laplace
(modulo une constante).

Remarque 4

On peut calculer la fonction caractéristique de Y sans passer par sa densité de probabilité :
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ϕY (t) = E[eitY ]
= E[eitεX ]
= E[eitεX1{ε=−1}] + E[eitεX1{ε=1}]
= E[e−itX1{ε=−1}] + E[eitX1{ε=1}]
= E[e−itX ]E[1{ε=−1}] + E[eitX ]E[1{ε=1}]
= E[e−itX ]P(ε = −1) + E[eitX ]P(ε = 1)

= 1
2 [ϕX(−t) + ϕX(t)]

= 1
2

[
1

1− i(−t) + 1
1− it

]

= 1
1 + t2

.

On pouvait d’ailleurs en déduire directement que la variable aléatoire Y est à densité. En
effet, la fonction t 7→ 1

1+t2 étant intégrable, il vient que Y est à densité et que sa densité est

fY (y) = 1
2π

∫
R
e−ityϕY (t)dt = 1

2π

∫
R

e−ity

1 + t2
dt .

Pour calculer, on fait ensuite appel à de l’analyse complexe...
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Exercice 57

Énoncé

Donner un exemple de variable aléatoire X telle que ϕ2X = (ϕX)2. En déduire que la propriété
ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t) n’implique pas l’indépendance de X et Y .

Correction

On pose f(x) := e−|x|. On calcule maintenant f̂(u) comme suit :

f̂(u) =
∫ +∞

−∞
e−iuxe−|x|dx

=
∫ 0

−∞
e−(iu−1)xdx+

∫ ∞
0

e−(iu+1)xdx

= 1
1− iu + 1

iu+ 1
= 2

1 + u2 .

D’après la formule d’inversion (que l’on peut appliquer vu que u 7→ 2
1+u2 est intégrable

sur R), on en déduit, pour presque tout x :

e−|x| =
∫
R

1
2πe

−ixt 2
1 + t2

dt =
∫
R

1
2πe

ixt 2
1 + t2

dt =
∫
R
eixt

1
π

1
1 + t2

dt = ϕX(x) ,

où X suit la loi de Cauchy de densité fX(t) := 1
π

1
1+t2 .

Or, ϕ2X(t) = E
[
ei2Xt

]
= E

[
eiX2t

]
= ϕX(2t) = e−|2t| = ϕX(t)2. On a bien ϕX(t)ϕX(t) =

ϕX+X(t) bien que X ne soit pas indépendante d’elle-même (car ce n’est pas une constante).

Remarque 1

Pour l’indépendance de X et Y , il ne suffit pas d’avoir ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t) comme nous
venons de le démontrer. Il faut en fait avoir ϕX+αY (t) = ϕX(t)ϕY (αt) pour tous les réels t et
α.

Remarque 2

Comment pouvait-on deviner qu’il fallait partir de e−|x| ? Nous allons tenter de donner une
idée intuitive. Soit f la fonction qui à t associe ϕX(t). On a immédiatement, comme remarqué
plus haut : f(2t) = f(t)2.

On suppose que la densité de probabilité de X est paire (comme toutes les lois les plus
simples). Alors, la fonction f est à valeurs réelles et elle est paire. Supposons de plus qu’elle
est de classe C∞. On dérive et on obtient 2f ′(2t) = 2f ′(t)f(t) d’où f ′(2t) = f ′(t)f(t). En
particulier, on a bien f ′(0) = f(0)f ′(0) ce qui est vrai puisque f(0) = 1.
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On dérive à nouveau et il vient : 2f ′′(2t) = f ′′(t)f(t)+f ′(t)2 d’où f ′′(0) = f ′(0)2. Montrons
par récurrence que l’on a f (n)(0) = f ′(0)n. La propriété est vraie aux rangs 0, 1 et 2. Supposons
la vraie aux rangs 0 ≤ k ≤ n pour n ≥ 2. Alors, on a, en dérivant n + 1 fois l’équation
f(2t) = f(t)2 :

2n+1f (n+1)(0) =
n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
f (k)(0)f (n+1−k)(0)

=
(
n+ 1

0

)
f(0)f (n+1)(0) +

n∑
k=1

(
n+ 1
k

)
(f ′(0))k (f ′(0))n+1−k +

(
n+ 1
n+ 1

)
f (n+1)(0)f(0)

= 2f (n+1)(0) +
n∑
k=1

(
n+ 1
k

)
(f ′(0))n+1

= 2f (n+1)(0) + (f ′(0))n+1
(
n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
−
(
n+ 1

0

)
−
(
n+ 1
n+ 1

))

= 2f (n+1)(0) + (f ′(0))n+1 (2n+1 − 2
)
.

On en déduit (2n+1 − 2) f (n+1)(0) = (2n+1 − 2) (f ′(0))n+1. Comme n ≥ 2, il s’ensuit
f (n+1)(0) = (f ′(0))n+1.

On conclut donc par : f (n)(0) = f ′(0)n pour tout n ∈ N.

Enfin, en supposant que la fonction f soit développable en série entière, on aboutit à

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)
n! xn

=
∞∑
n=0

f ′(0)n
n! xn

= ef
′(0)x .

On remarque que cette fonction satisfait bien l’hypothèse. Néanmoins, elle n’est pas paire.

On doit donc la modifier un peu et une fonction qui ressemble est e−λ|x| avec λ > 0 (il
faut que le module de f(x) soit inférieur ou égal à 1. On reconnait là la loi de Laplace (à une
constante multiplicative près). Ainsi, il fallait chercher du côté de X telle que ϕX(t) = e−λ|t|.

Remarque 3

Il convient de noter qu’il n’y a pas grand-chose de rigoureux dans la remarque 2 mais elle
correspond au cheminement de pensée à effectuer sur le brouillon.

Remarque 4

Ici, E[e2itX ] = E[eitX ]2. On pourrait alors être tenté de dire que Var
(
eitX

)
= 0 d’où eitX

est une constante. Ce serait une erreur. En effet, avec les variables aléatoires complexes,
la variance (qui est toujours une forme quadratique positive) est définie ainsi : Var(Z) :=
E[|Z|2]− |E[Z]|2.
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Remarque 5

On dit que X est une variable aléatoire constante si et seulement si elle est indépendante
d’elle-même. Prouvons-le. Si X est indépendante d’elle-même, alors Var(X) = Cov(X,X) =
0. Ensuite, on se donne δ > 0. Alors, P(|X − E(X)| > δ) ≤ Var(X)

δ2 = 0 d’après l’inéga-
lité de Bienaymé-Tchebychev. Ceci étant vrai pour tout δ > 0, il vient P(X = E(X)) =
lim infn→∞ P(X ∈ [E(X)− 1

n
;E(X) + 1

n
]) = lim infn→∞

(
1− P(|X − E(X)| > 1

n
)
)

= 1.

Supposons maintenant queX = a presque sûrement où a est un réel. Soient deux domaines
raisonnables (boréliens) I1 et I2 de R. Alors P(X ∈ I1, X ∈ I2) = P(X ∈ I1

⋂ I2) =
P {ω ∈ Ω : a ∈ I1

⋂ I2}. Soit a ∈ I1
⋂ I2 auquel cas la probabilité vaut 1. Soit a /∈ I1

⋂ I2
et alors la probabilité vaut 0. Si la probabilité vaut 1, cela signifie que a ∈ I1 et a ∈ I2 d’où
P(X ∈ I1) = P(X ∈ I2) = 1 donc on a bien 1 = P(X ∈ I1, X ∈ I2) = P(X ∈ I1) × P(X ∈
I2) = 12 = 1.

Au contraire, si a /∈ I∞, alors P(X ∈ I1) = 0 d’où P(X ∈ I1
⋂ I2) = 0 = 0×P(X ∈ I2) =

P(X ∈ I1) × P(X ∈ I2). De même, si a /∈ I2, alors P(X ∈ I1
⋂ I2) = 0 = P(X ∈ I1) × 0 =

P(X ∈ I1)× P(X ∈ I2).
Dans tous les cas, on a P(X ∈ I1, X ∈ I2) = P(X ∈ I1) × P(X ∈ I2) ce qui prouve que

la variable aléatoire X est indépendante d’elle-même.
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Exercice 58

Énoncé

Soit X qui suit la loi N (0; 1). Montrer que pour tout n ∈ N, on a E[X2n] = (2n)!
n!2n .

Correction

Si X suit la loi N (0; 1), alors ϕX(t) = e−
t2
2 . Cette fonction étant de classe C∞, on en déduit

que X admet des moments de tout ordre. De plus : E[Xr] = 1
ir
ϕ

(r)
X (0).

Or, on peut effectuer le développement en série entière de ϕX :

ϕX(t) =
∞∑
n=0

(
− t2

2

)n
n! =

∞∑
n=0

(−1)n
n!2n t2n .

Par unicité du développement en série entière, on identifie avec le développement en série
entière de Taylor :

∞∑
n=0

(−1)n
n!2n t2n = ϕX(t)

=
∞∑
k=0

ϕ
(k)
X (0)
k! tk

=
∞∑
k=0

ikE[Xk]
k! tk

=
∞∑
n=0

i2nE[X2n]
(2n)! t2n +

∞∑
n=0

i2n+1E[X2n+1]
(2n+ 1)! t2n+1

=
∞∑
n=0

(−1)nE[X2n]
(2n)! t2n +

∞∑
n=0

i2n+1E[X2n+1]
(2n+ 1)! t2n+1 .

Par identification, il s’ensuit : E[X2n+1] = 0 pour tout n ∈ N (ce que l’on savait déjà car

la fonction x 7→ x2n+1e−
x2
2 est impaire).

Et : (−1)nE[X2n]
(2n)! = (−1)n

n!2n si bien que l’on a E[X2n] = (2n)!
n!2n .

Remarque

La présence des factorielles et de l’exponentielle nous faisait penser à utiliser les séries entières.
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Exercice 59 (*)

Énoncé

Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi. Notons ϕ la fonction
caractéristique de X0. Soit Y une variable aléatoire à valeurs dans N de loi de Poisson de
paramètre λ > 0. Nous supposons que les variables Y et Xn, n ∈ N, sont mutuellement
indépendantes. Posons

Z :=
Y∑
n=1

Xn ,

avec pour convention
∑0
n=1 Xn = 0.

1. Déterminer la fonction caractéristique de Z.

2. Supposons que X0 admet des moments de tout ordre.
(a) Soit p ∈ N. La variable aléatoire Z admet-elle un moment d’ordre p ?
(b) Déterminer, si elle existe, la variance de Z.

Remarque

On peut calculer la variance de Z sans passer par la fonction caractéristique mais les calculs
sont beaucoup plus simples en l’utilisant.

Il convient de noter que les variables aléatoires Xn ne sont pas forcément à valeurs dans N.
Ainsi, on ne pouvait pas utiliser les fonctions génératrices.

Correction

Correction du 1)

Soit t ∈ R. Par définition, on a

ϕZ(t) := E {exp (itZ)} .

Puis, l’on remarque

exp (itZ) =
∞∑
p=0

exp
(
it

p∑
n=1

Xn

)
1Y=p .

Ainsi, il vient, après application de Fubini :

ϕZ(t) =
∞∑
p=0

E
{

exp
(
it

p∑
n=1

Xn

)
1Y=p

}

= E {1Y=0}+
∞∑
p=1

p∏
n=1

E {exp (itXn)}E {1Y=p}

car les variables aléatoires réelles Xn et Y sont indépendantes et que (Xn)n est une suite de
variables aléatoires indépendantes. Puis, comme Xn a même loi que X0, il s’ensuit

ϕZ(t) = P (Y = 0) +
∞∑
p=1

ϕ(t)pP (Y = p) .
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On peut alors écrire

ϕZ(t) =
∞∑
p=0

λp

p! e
−λϕ(t)p = exp {λ (ϕ(t)− 1)} .

Correction du 2)(a)

Comme la variable aléatoire X0 admet des moments de tout ordre, on en déduit que ϕ
est indéfiniment dérivable. Puis, la fonction t 7→ exp {λ (ϕ(t)− 1)} est aussi indéfiniment
dérivable d’où la variable aléatoire Z admet des moments de tout ordre.

Correction du 2)(b)

On a E[Z] = −iϕ′Z(0) et E[Z2] = −ϕ′′Z(0). Le calcul nous donne

ϕ′Z(t) = λϕ′(t) exp {λ (ϕ(t)− 1)} .

On en déduit E[Z] = −iλϕ′(0) = λE[X0].
On dérive à nouveau :

ϕ′′Z(t) = λϕ′′(t) exp {λ (ϕ(t)− 1)}+ λ2ϕ′(t)2 exp {λ (ϕ(t)− 1)} .

Conséquemment, E[Z2] = −λϕ′′(0)−λ2ϕ′(0)2 = λE[X2
0 ]+λ2E[X0]2. Il vient Var[Z] = λE[X2

0 ].
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Exercice 60 (*)

Énoncé

Soit un évènement aléatoire H0. On appelle H1 son complémentaire. Soit maintenant une
variable aléatoire X continue qui dépend de H0 de la façon suivante :

P (X ∈ I | H0) =
∫
I
p0(x)dx ,

et
P (X ∈ I | H1) =

∫
I
p1(x)dx ,

où p0 et p1 sont deux densités de probabilité sur R et où I est un intervalle quelconque de R.

On introduit le rapport de vraisemblance comme suit : L(x) := p1(x)
p0(x) pour tout x ∈ R.

On note maintenant la variable aléatoire Y := L(X) = p1(X)
p0(X) . Pour tout k ∈ N, on note

µk := E
[
Y k | H0

]
et νk := E

[
Y k | H1

]
.

1. Établir une relation entre la suite (µk)k∈N et la suite (νk)k∈N. Calculer ν0.

2. Soit ϕ (respectivement ψ) la fonction caractéristique de Y conditionnellement à H0 (res-
pectivement à H1). Trouver une relation entre ϕ et ψ.

3. En déduire une relation entre q0, la densité de probabilité de Y conditionnellement à H0,
et q1, la densité de probabilité de Y conditionnellement à H1.

Correction

Correction du 1)

Par définition, on a

µk := E
[
Y k | H0

]
= E

[
L(X)k | H0

]
=
∫
R
L(x)kp0(x)dx .

On remplace ensuite L par son expression en fonction de p0 et de p1 :

µk =
∫
R

(
p1(x)
p0(x)

)k
p0(x)dx =

∫
R
p1(x)kp0(x)1−kdx .

De même, on calcule νk comme suit.

νk := E
[
Y k | H1

]
= E

[
L(X)k | H1

]
=
∫
R
L(x)kp1(x)dx .

On remplace ensuite L par son expression en fonction de p0 et de p1 :

νk =
∫
R

(
p1(x)
p0(x)

)k
p1(x)dx =

∫
R
p1(x)k+1p0(x)−kdx = µk+1 .

On trouve donc νk = µk+1 pour tout k ∈ N. Le calcul de ν0 est immédiat : ν0 = E [Y 0 | H1] =
1.
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Correction du 2)

Par définition, on a

ϕ(t) := E
[
eitY | H0

]
= E

[
eitL(X) | H0

]
=
∫
R
eitL(x)p0(x)dx .

De même, on calcule ψ comme suit.

ψ(t) := E
[
eitY | H1

]
= E

[
eitL(X) | H1

]
=
∫
R
eitL(x)p1(x)dx .

On remplace ensuite p1 par son expression en fonction de p0 et de L :

ψ(t) =
∫
R
eitL(x)L(x)p0(x)dx .

En utilisant à nouveau le théorème de dérivation sous le signe somme, on trouve ainsi

ψ(t) = −iϕ′(t) ,

pour tout t ∈ R.

Correction du 3)

Première méthode Pour obtenir un tel résultat, on se sert de la transformation inverse.
En effet, on a

q0(y) = 1
2π

∫
R
e−ityϕ(t)dt ,

mais aussi

q1(y) = 1
2π

∫
R
e−ityψ(y)dy = − i

2π

∫
R
e−ityϕ′(t)dt .

On procède alors à une intégration par parties :

q1(y) = − i

2π
[
e−ityϕ(t)

]∞
−∞

+ i

2π

∫
R
−iye−ityϕ(t)dt .

On admet ϕ(+∞) = 0 = ϕ(−∞). (On prouve d’abord cette assertion avec les fonctions
en escalier dans L1 puis l’on se sert de la densité de l’ensemble des fonctions en escalier
intégrables pour la topologie L1.)
Il vient ainsi

q1(y) = yq0(y) .

Seconde méthode Une autre manière de procéder est la suivante. On dérive ϕ :

d

dt
ϕ(t) = d

dt

∫
R
eityq0(y)dy = i

∫
R
yeityq0(y)dy .

Or, d’après la question 2, on a aussi

ϕ′(t) = iψ(t) = i
∫
R
eityq1(y)dy .

Deux mesures de probabilité ayant une même fonction caractéristique sont égales donc on
obtient q1(y) = yq0(y).
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Remarque 1

On aurait pu se douter de q1(y) = yq0(y) vu que l’on a νk = µk+1. Toutefois, il fallait
réellement le prouver. Ce n’est pas parce que les deux densités de probabilité q1 et y 7→ yq0(y)
ont les mêmes moments qu’elles sont égales. En effet, étant donné une suite (mn)n de réels,
l’unicité de la mesure de probabilité η telle que

∫
R x

nη(dx) = mn relève du problème des
moments et se traite avec des théorèmes (Fourier, Carleman...).

Remarque 2

Pour pouvoir utiliser la transformée de Fourier inverse dans la première méthode, il faudrait
en fait d’abord s’assurer que les fonctions ϕ et ψ sont intégrables.
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